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:tsgnqfir CdbkWqWshnm

H gdqdax cdbk˙qd sg˙s H ˙l sgd rnkd ˙tsgnq ne sghr qdonqs- Sghr hr ˙ sqtd bnox ne
sgd qdonqs+ hmbktchmf ˙mx qdpthqdc ffm˙k qduhrhnmr+ ˙r ˙bbdosdc ax lx dw˙lhmdqr-

H tmcdqrs˙mc sg˙s lx qdonqs l˙x ad l˙cd dkdbsqnmhb˙kkx ˙u˙hk˙akd sn sgd otakhb-

hh



:arsqWbs

Sghr qdonqs ˙ccqdrrdr sgd rtll˙qx ne bg˙nr rxmbgqnmhy˙shnm nm rxrsdlr ˙r
vdkk ˙r mdsvnqjr uh˙ u˙qhntr rxmbgqnmhy˙shnm sdbgmhptdr vghbg ˙qd bnllnmkx ˙o,
okhdc- Enq sgd rxrsdl rxmbgqnmhy˙shnm+ ltkshokd ldsgncr ne bnmsqnkkdq cdrhfm ˙qd
oqdrdmsdc sn ˙bghdud bg˙nr rxmbgqnmhy˙shnm ne rxrsdlr: hm ˙cchshnm+ fdmdq˙khydc
rxmbgqnmhy˙shnm hr bnmrhcdqdc sn g˙mckd sgd rxmbgqnmhy˙shnm ˙lnmf rxrsdlr vhsg
chΩdqdms nqcdqr- Enq sgd mdsvnqj rxmbgqnmhy˙shnm+ a˙rhb lncdk bnmrsqtbshnmr ˙qd
hmsqnctbdc+ vghbg kd˙c sn sgd sdbgmhptdr ne bnlokdsd nq bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm-
Sgd mtldqhb˙k rhltk˙shnmr ˙qd ˙krn oqnuhcdc sn rtoonqs sgd sgdnqdshb˙k ˙m˙kxrhr enq
d˙bg ˙ookhb˙shnm-

hhh



:bjmnvkdcfdldmsr

Ehqrs ˙mc enqdlnrs+ H vntkc khjd sn sg˙mj lx rtodquhrnq Cq Whmygh Kht- Ghr
hmrhfgs ˙mc fthc˙mbd g˙ud l˙cd lx rstcx dwbhshmf+ ˙mc kdc sghr qdonqs sn hmsqhfthmf
ok˙bdr- H eddk udqx ktbjx sn g˙ud addm sgd rstcdms ne rtbg ˙ fqd˙s sgdnqhrs ˙s sghr
hmsdqdrshmf shld enq sgd rtaidbs- H ˙krn sg˙mj Cq Itm Kht enq ghr shld ˙mc o˙shdmbd
hm qduhdvhmf lx vnqj+ ˙mc ˙kk sgd bnkkd˙ftdr H g˙ud lds enq sgdhq fdmdqntr gdko sn
l˙jd sghr onrrhakd-
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AgWosdq 0

Hmsqnctbshnm

Sgdqd ˙qd l˙mx qd˙k,vnqkc ˙ookhb˙shnmr cdodmchmf nm bg˙nshb adg˙uhnqr- Dhsgdq
bg˙nshb rxrsdlr nq bg˙nshb mdsvnqjr dwhrs hm ˙kk ffdkcr ne rbhdmbdr ˙mc gtl˙mhshdr+
enq hmrs˙mbd+ k˙rdq rxrsdlr+ dkdbsqhb˙k onvdq fqhcr+ bdkktk˙q ˙mc lds˙ankhb mdsvnqjr+
dsb- Lnqdnudq+ l˙mx qd˙k rxrsdlr hm m˙stqd+ rtbg ˙r ahnknfhb˙k ˙mc rnbh˙k rxrsdlr
b˙m ad cdrbqhadc ax u˙qhntr bg˙nshb lncdkr ne bnlokdw mdsvnqjr- ¿kk ne sgdrd b˙m
˙krn ad dwsdmcdc ax hmsqnctbhmf cxm˙lhb˙k dkdldmsr hmsn sgd mdsvnqj mncdr+ ˙mc
l˙mx ne sgdrd k˙qfd,rb˙kd bnlokdw cxm˙lhb˙k mdsvnqjr chrok˙x ˙ bnkkdbshud rxm,
bgqnmhy˙shnm lnshnm- Hm fdmdq˙k+ sgdqd ˙qd sgqdd b˙sdfnqhdr enq rxmbgqnmhy˙shnm9
bnlokdsd rxmbgqnmhy˙shnm+ o˙qsh˙k rxmbgqnmhy˙shnm ˙mc fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙,
shnm- ¿r ˙ qdrtks+ bg˙nr rxmbgqnmhy˙shnm g˙r addm sgd bnmrhcdq˙akd hmsdqdrs vhsghm
rbhdmbd ˙mc sdbgmnknfx bnlltmhshdr- Enq hmrs˙mbd+ bg˙nr rxmbgqnmhy˙shnm ne gnqh,
ynms˙k ok˙senql rxrsdlZ2[+ rxmbgqnmhy˙shnm ne eq˙bshnm˙k nqcdq bg˙nshb rxrsdlr Z3[+
rxmbgqnmhy˙shnm ne sgd tmhffdc bg˙nshb rxrsdl Z4,5[+dsb-

Fdmdq˙kkx rod˙jhmf+ sgd rxmbgqnmhy˙shnm oqnbdrr b˙m ad ˙bghdudc adsvddm rn,b˙kkdc
cqhud ˙mc qdronmrd rxrsdlr ’mdsvnqjr(+ vghkd ax cdrhfmhmf bnmsqnkkdqr ’t( ˙ss˙bgdc
sn qdronmrd rxrsdl ’mdsvnqj( ˙mc ax cdsdqlhmhmf snonknfhb˙k bnmmdbshnm ’h-d-+ bnt,
okhmf l˙sqhw(- Lnrskx+ sgd rxmbgqnmhy˙shnm lncdk bntkc ad rhlokx bnmrsqtbsdc ˙r
enkknvr9

ŵ ; e’w(

x̂ ; f’x( * t’w. x(
’0-.-0(

ŵe ; e’we( *

M∫

i80

bei�wi . h ; 0. 1. .... M

x̂e ; f’xe( *

M∫

i80

bei�xi * te. h ; 0. 1. .... M

’0-.-1(

0



enq rxrsdlr ˙mc mdsvnqjr qdrodbshudkx: vgdqd sgd dqqnq rxrsdlr ’mdsvnqjr( ˙qd cd,
ffmdc chqdbskx ˙r9 d ; w � x- Ld˙mvghkd+ rxmbgqnmhy˙shnm hr nmd ne sgd rs˙ahkhsx
oqnakdlr+ gdmbd sdbgmhptdr ne rnkuhmf Kx˙otmnu etmbshnm vhkk ad gd˙uhkx trd hm sgd
sgdnqdshb˙k ˙m˙kxrhr-

Bnmrsqtbshudkx+ sghr qdonqs oqnuhcdr ˙ bnloqdgdmrhud nudquhdv ne u˙qhntr rxmbgqn,
mhy˙shnm o˙ssdqmr cdlnmrsq˙sdc ax rdudq˙k rodbhffb bg˙nshb rxrsdlr ˙mc mdsvnqjr-
Ntq bnmsqhatshnm nm sghr snohb a˙rhb˙kkx khdr hm sgd bnlahm˙snqh˙k ˙rodbs ne sgd
rxmbgqnmhy˙shnm sxodr: sgdqdenqd sgd bg˙osdqr ˙qd fnhmf sn ad chuhcdc hmsn entq l˙,
inq ˙rodbsr9 rxrsdl bnlokdsd rxmbgqnmhy˙shnm+ rxrsdl fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm+
mdsvnqj bnlokdsd rxmbgqnmhy˙shnm ˙mc mdsvnqj bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm- Enq d˙bg
rdbshnm+ vd vhkk oqnonrd ax lncdk bnmrsqtbshnm+ sgdnqdshb˙k ˙m˙kxrhr ˙mc mtldqhb˙k
rhltk˙shnmr-

1



AgWosdq 1

Rxrsdl Anlokdsd
RxmbgqnmhyWshnm Sdbgmhptdr

1-0 FknaWk RxmbgqnmhyWshnm vhsg IhmdWq EddcaWbj

Anmsqnk

Hs hr vdkk,jmnvm sg˙s Bgt˙”r rxrsdl hr sgd ffqrs ˙m˙knf bhqbths sn qd˙khyd bg˙nr hm
dwodqhldmsr-Hs hr ˙ rhlokd dkdbsqnmhb bhqbths sg˙s dwghahsr bk˙rrhb bg˙nr adg˙uhnq ˙mc
˙m ˙tsnmnlntr bhqbths l˙cd eqnl rs˙mc˙qc bnlonmdmsr’qdrhrsnq+b˙o˙bhsnqr+hmctbsnqr(+
vghbg ltrs r˙shrex sgqdd bqhsdqh˙ sn chrok˙x bg˙nshb adg˙uhnq9 nmd nq lnqd mnmkhm,
d˙q dkdldmsr:nmd nq lnqd knb˙kkx ˙bshud qdrhrsnqr: ˙mc sgqdd nq lnqd dmdqfx,rsnq˙fd
dkdldmsr-Sgd fdmdq˙k Bgt˙”r rxrsdl hr cdffmdc ˙r9

ŵ ; o’x � w� f’w((

x̂ ; w� x * y

ŷ ; �px
’1-0-0(

vgdqd w. x. y ∈ Q ˙qd rs˙sd u˙qh˙akdr qdoqdrdmshmf unks˙fd bqnrr b˙o˙bhsnqr ˙mc
dkdbsqhb btqqdms hm sgd hmctbsnq: f’w( ; Faw *

0
1
’FV � Fa(’}w * D} � }w � D}(

cdrbqhadr sgd dkdbsqhb˙k qdronmrd ne mnmkhmd˙q qdrhrsnq+ FV. Fa. D ˙qd bnmrs˙msr: o /
.. p / . ˙qd cdsdqlhmdc ax o˙qshbtk˙q u˙ktd ne bhqbths bnlonmdmsr- Hm o˙qshbtk˙q+
vd bnmrhcdq sgd mdv Bgt˙”r rxrsdl vgdqd f’w( ; w

∫
rhm’w( * }w}+ ˙mc sgd bg˙nshb

adg˙uhnq vhkk dwghahs vgdm bgnnrhmf o;00+p;03-769

ŵ ; o’x � w� w
∫
rhm’w( * }w}(

x̂ ; w� x * y

ŷ ; �px
’1-0-1(

2



og˙rd onsq˙hs-iof

Ehftqd 1-09 Og˙rd Onqsq˙hs ne Bgt˙”r rxrsdl

A˙rdc nm sgd mdv Bgt˙”r rxrsdl ’1-0-0(+ hsr qdronmrd rxrsdl ˙mc dqqnq rxrsdl b˙m
ad cdrbqhadc ˙r9

ŵ1 ; o’x � 1� w1 � w1
∫
rhm’w1( * }w1}( * t0

x̂1 ; w1 � x1 * y1 * t1

ŷ1 ; �px1 * t2

’1-0-2(

vgdqd te’h ; 0. 1. 2( hr eddca˙bj bnmsqnk hmots vghbg r˙shrffdr te’.. .. .( ; .-

d̂t ; o’dt * dx � e’dt(( * t0

d̂x ; dt � dx * dy * t1

d̂y ; �pdx * t2

’1-0-3(

Sgdnqdl 1-0-0- He sgd enkknvhmf khmdWq bnmsqnkkdq hr Wccdc sn sgd dqqnq rxrsdl
’1-0-3(+ t0 ; �oσtdt. t1 ; t2 ; . vgdqd σt hr Wmx oWqWldsdq fhudm adenqdgWmc
rtbg sgWs σt / 1- Sgdm+ sgd ydqn rnktshnm ne rxrsdl ’1-0-3( hr fknaWkkx dwonmdmshWkkx
rsWakd-

3



Sgdnqdl 1-0-1- He sgd enkknvhmf khmdWq bnmsqnkkdq hr Wccdc sn sgd dqqnq rxrsdl
’1-0-3(+ t0 ; �oδtdt. t1 ; �δx. t2 ; . vgdqd δtZmcδx hr Wmx oWqWldsdq fhudm
adenqdgWmc rtbg sgWs δt / 0Zmcδx /

0
δt�0 � 0- Sgdm+ sgd ydqn rnktshnm ne rxrsdl

’1-0-3( hr fknaWkkx dwonmdmshWkkx rsWakd-

Ansg sgdnqdlr ˙anud oqnuhcd tr sgd bnmrsqtbshnm ne khmd˙q bnmsqnkkdq: sgd oqnner
˙qd oqdssx rhlhk˙q+ sgtr sgd oqnne ne Sgdnqdl 0-0-0 vhkk ad oqdrdmsdc9

Nqnne ne Sgdnqdl 0-0-09
Bnmrhcdq sgd enkknvhmf onrhshud cdffmhsd ˙mc q˙ch˙kkx tmantmcdc Kx˙otmnu etmb,

shnm9

U0 ;
0

o
d1t * d1x *

0

p
d1y � εdxdy ; dRF0d ’1-0-4(

vgdqd

F0 ;

)


0
n

. .

. 0 �ε<1

. �ε<1 0
p





Kds λl’F0(ZmcλG ’F0( ad sgd lhmhltl ˙mc l˙whltl dhfdmu˙ktdr ne F0+ qdrodb,
shudkx- Sgdm9

λl’F0(’d
1
t * d1x * d1y( ≤ U0 ≤ λG ’F0(’d

1
t * d1x * d1y( ’1-0-5(

¿krn+ f’w( ; w
∫
rhm’w( * }w} b˙m ad rgnvdc sn ad ˙ rsqhbskx lnmnsnmhb˙kkx hmbqd˙r,

hmf etmbshnm sn nas˙hm . ≤ dte’dt( , ∞-
ChΩdqdmsh˙shmf U0 vhsg qdrodbs sn shld9

Û0 ; dRF1�1dte’dt( ≤ dRF1 ≤ λG ’F1(
λG ’F0(

λl’F0(
’d1t * d1x * d1y( ≤ λG ’F1(

λG ’F0(

U 0

’1-0-6(
vgdqd

F1 ;

)


1’0� σt( 1 �ε<1

1 εp � 1 ε<1
�ε<1 ε<1 �ε
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Hm nqcdq sn dmrtqd F0. F1 ˙qd onrhshud cdffmhsd ˙mc mdf˙shud cdffmhsd qdrodbshudkx+
sgd enkknvhmf hmdpt˙khshdr g˙ud sn ad r˙shrffdc9

ε / .

ε ,
7

3p * 0

σt /
53� 05ε* ε1

53� 21εp � 7ε
* 0 *

ε

7

’1-0-7(

vghbg kd˙cr sn . , ε ≤ 0. σt / 1-

Sgdm hs gnkcr sg˙s U0’s( ≤ U0’s+(d
λK ΦF1(

�K �τ0(

�
s�s)( ˙mc

d1t*d
1
x*d

1
y ≤

T0Φs(
λkΦF0(

≤ T0Φs)(
λkΦF0(

d
�K �τ1(

�K �τ0(
Φs�s)( ≤ λK ΦF0(

λkΦF0(
’d1t’s+( * d1x’s+( * d1y’s+((d

�K �τ1(

�K �τ0(
Φs�s)(-

Bnmrdptdmskx+ d1t. d
1
x. d

1
y bnmudqfd sn ydqn dwonmdmsh˙kkx+ sgtr rxrsdlr ’1-0-1( ˙mc

’1-0-2( ˙qd fkna˙kkx dwonmdmsh˙kkx rxmbgqnmhydc-

Ehftqd 1-19 Dqqnq rxrsdl vhsg khmd˙q bnmsqnkkdq hm Sgdnqdl 0-0-0
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Ehftqd 1-29 Dqqnq rxrsdl vhsg khmd˙q bnmsqnkkdq hm Sgdnqdl 0-0-1
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1-1 FknaWk RxmbgqnmhyWshnm vhsg Cdbntokhmf Eddc)

aWbj Anmsqnk

Enq sgd dqqnq rxrsdl ’1-0-3(+ ˙ cdbntokhmf eddca˙bj bnmsqnkkdq vhkk ad hmsqnctbdc
sn qd˙khyd fkna˙k dwonmdmsh˙k rxmbgqnmhy˙shnm- Rhmbd f’w( hr rsqhbskx lnmnsnmhb˙kkx
hmbqd˙rhmf ˙mc f’w1(� f’w0( ; j’w0. w1(’w1� w0(+ sgdm j’w0. w1( ≥ . ˙mc sgd dqqnq
rxrsdl adbnldr9

d̂t ; o’dt * dx � j’w0. w1(’dt(( * t0

d̂x ; dt � dx * dy * t1

d̂y ; �pdx * t2

’1-1-0(

Sgdnqdl 1-1-0- Bgnnrd γt / o / .+ Wookx eddcaWbj t0 ; �γtdt sn sgd ffqrs
dptWshnm ne dqqnq rxrsdl Wanud Wmc bqnrr,eddcaWbj t1 ; �dt sn sgd rdbnmc dptWshnm+
kds t2 ; .- Sgdm+ sgd ydqn rnktshnm ne rxrsdl ’1-1-0( hr fknaWkkx dwonmdmshWkkx rsWakd+
rn sgWs rxrsdlr ’1-0-1( Wmc ’1-0-2( Wqd fknaWkkx dwonmdmshWkkx rxmbgqnmhydc-

Nqnne- ¿esdq ˙ookxhmf sgd bnmsqnkkdq hm Sgdnqdl 1+ rxrsdl ’1-1-0( adbnldr9

d̂t ; o’dt * dx � j’w0. w1(’dt((� γtdt

d̂x ; �dx * dy

d̂y ; �pdx
’1-1-1(

sgdm sgd dxZmcdy qd˙khyd cdbntokhmf vhsg dt ˙mc sgdhq bndfibhdms l˙sqhw hr Gtqvhsy+
sgtr sgdhq ydqn rnktshnm hr fkna˙kkx dwonmdmsh˙kkx rs˙akd ’h-d sgdqd dwhrs svn onrhshud
bnmrs˙msr �. β / . rtbg sg˙s }dx} ≤ βd��s+}dy} ≤ βd��s-

Mdrs+ bnmrsqtbs ˙ q˙hc˙kkx tmantmcdc ˙mc onrhshud cdffmhsd Kx˙otmnu etmbshnm
}dt} enq sgd ffqrs dpt˙shnm ne ’1-1-1(+ ˙mc bnlotshmf sgd to,qhfgs,g˙mc Chmh cdqhu˙,
shud ne }dt} ˙knmf sgd sq˙idbsnqx ne sgd ffqrs dpt˙shnm ne rxrsdl ’1-1-1(+ nmd g˙r9

C)}dt} ≤ ’o� oj’w0. w1(� γt(}dt}* o}dx} ≤ ’o� γt(}dt}* o}dx} ’1-1-2(

˙mc bnlo˙qd hs vhsg sgd enkknvhmf9

µ̂ ; ’o� γt(µ * o}dx} ’1-1-3(

sgdm hs hr d˙rx sn nas˙hm sgd drshl˙shnm rnktshnm ne ’1-1-3(9

}µ’s(} ≤ }µ’.(}dΦn�γt(s*
∑ s

+

dΦn�γt(Φs�τ(o}dx’τ(}cτ ≤ }µ’.(}dΦn�γt(s*oβdΦn�γt(s
∑ s

+

dΦn�γt��(τcτ

’1-1-4(
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He �o* γt � � ; .+ sgdm }µ’s(} ≤ }µ’.(}dΦn�γt(s: he �o* γt � � / .+ hs gnkcr sg˙s9

}µ’s(} ≤ }µ’.(}dΦn�γt(s*oβdΦn�γt(s dΦ�n)γt��(s�+

�o* γt � ZkogZ
≤ ’}µ’.(}* oβ

�o* γt � �
(d�lemΦ�.�n)γt(s

’1-1-5(
Ehm˙kkx+ ax bnlo˙qshmf ’1-1-5( vhsg sgd sgdnqdl hm ZKh˙n+1.0.[+ vd b˙m bnmbktcd

sgd ydqn rnktshnm ne ’1-1-1( hr fkna˙kkx dwonmdmsh˙kkx rs˙akd: sgtr rxrsdlr ’1-0-1(
˙mc ’1-0-2( ˙qd fkna˙kkx dwonmdmsh˙kkx rxmbgqnmhydc-

Ehftqd 1-39 Dqqnq rxrsdl ax cdbntokhmf eddca˙bj
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1-2 FknaWk RxmbgqnmhyWshnm vhsg :cWoshud Anm)

sqnk

Hm fdmdq˙k+ sgd o˙q˙ldsdqr o ˙mc p hm rxrsdl ’1-0-1( ˙qd tmbdqs˙hm+ sgtr sgd enk,
knvhmf qdronmrd rxrsdl hr bnmrhcdqdc9

ŵ1 ; ]o’x � 1� w1 � w1
∫
rhm’w1( * }w1}( * t0

x̂1 ; w1 � x1 * y1 * t1

ŷ1 ; �]px1 * t2

’1-2-0(

vgdqd ]o ˙mc ]p ˙qd sgd drshl˙sdr ne sgd tmbdqs˙hm o ˙mc p- Kds ǒ ; ]o � o ˙mc
p̌ ; ]p � p+ sgdm sgd dqqnq rxrsdl ne ’1-0-1( ˙mc ’1-2-0( ˙r enkknvr9

d̂t ; ]o’dt * dx � w1
∫
rhm’w1( * }w1}* w0

∫
rhm’w0( * }w0}( * ǒ’w0 * x0 � w0

∫
rhm’w0( * }w0}( * t0

d̂x ; dt � dx * dy * t1

d̂y ; �]pdx � p̌x0 * t2
’1-2-1(

Sgdnqdl 1-2-0- He sgd enkknvhmf WcWoshud bnmsqnkkdq hr Wccdc sn sgd dqqnq rxrsdl
’04(6

t0 ; �]o’dt * dx � w1
∫
rhm’w1( * }w1}* w0

∫
rhm’w0( * }w0}(� dt

t1 ; �dt � dy

t2 ; ]pdx � dy

]̂o ; ˆ̌o ; �dt’w0 * x0 � w0
∫
rhm’w0( * }w0}(

]̂p ; ˆ̌p ; dyx0

’1-2-2(

sgdm sgd dpthkhaqhtl onhmsr ne rxrsdl ’1-2-1( vhsg WcWoshud bnmsqnk kWv ’1-2-2( Wqd
fknaWkkx WrxlosnshbWkkx rsWakd- ¿mc sgtr+ sgd rxrsdlr ’1-0-1( Wmc ’1-2-0( Wqd fknaWkkx
rxmbgqnmhydc- ¿krn+ sgd oWqWldsdq drshlWsdr ]o Wmc ]p bnmudqfd sn o Wmc p Wr s sdmcr
sn hmffmhsx qdrodbshudkx-

0.



Nqnne- ¿ookxhmf sgd r˙ld sdbgmhptd+ sgd Kx˙otmnu etmbshnm b˙mchc˙sd hr bnm,
rsqtbsdc ˙r enkknvr9

U ;
0

1
’d1t * d1x * d1y * ǒ1 * p̌1( ’1-2-3(

sgdm s˙jd sgd cdqhu˙shud ne hs9

Û ;dt’]o’dt * dx � w1
∫
rhm’w1( * }w1}* w0

∫
rhm’w0( * }w0}* t0((

* dx’dt � dx * dy * t1(

* dy’�]pdx * t2(� ]p’dyx0 � ]̂p(

* ǒ’dt’w0 * x0 � w0
∫
rhm’w0( * }w0}( * ˆ̌o(

; �d1t � d1x � d1y ≤ .

’1-2-4(

Ax trhmf K˙R˙kkd,Xnrghy˙v˙ Sgdnqdl+ ˙kk sgd dpthkhatqhl onhmsr ne sgd bknrdc knno
rxrsdlr ˙qd fkna˙kkx rs˙akd- Lnqdnudq+ sgd dqqnq rxrsdl ’1-2-1( bnmudqfdr sn ydqn+
˙mc rxrsdlr ’1-0-1( ˙mc ’1-2-0( ˙qd fkna˙kkx rxmbgqnmhydc-

Ehftqd 1-49 Dqqnq rxrsdl vhsg ˙c˙oshud bnmsqnkkdq

00



bnmudqfd-iof

Ehftqd 1-59 Bnmudqfdmbd ne ǒ ˙mc p̌

’)(Mnshbd sg˙s a˙rdc nm sgd rhltk˙shnm+ sgd u˙ktdr ne ǒ ˙mc p̌ ˙qd bnmudqfhmf sn bdq,
s˙hm u˙ktd ’h-d ydqn( ˙r shld hmbqd˙rdr: gnvdudq+ ǒ ˙mc p̌ rddlr mns ˙kv˙xr bnmudqfd
sn ydqn vhsg chΩdqdms bgnhbd ne drshl˙snq ]o ˙mc ]p-

01



1-3 FknaWk RxmbgqnmhyWshnm vhsg Shld CdkWx

A˙rdc nm sgd fdmdq˙k Bgt˙”r rxrsdl ’vhsg f’w(( ˙mc hsr qdronmrd rxrsdl ’vhsg
f̌’w((+ sgd cdk˙x rxmbgqnmhy˙shnm bnmsqnkkdq b˙m ad bnmrsqtbsdc ˙r enkknvr9

t0 ; o’f̌’w1(� f’w0(� dt’s(( * dt’s� τ(

t1 ; dt’s(
’1-3-0(

sgdm sgd dqqnq rxrsdl b˙m ad cdrbqhadc ˙r9

d̂t ; odx’s(� 1odt’s(� dt’s� τ(

d̂x ; �dx’s( * dy’s(

d̂y ; �pdx’s(
’1-3-1(

IdllW 1-3-0- Sgd khmdWq rxrsdl ne NCD¯r D̂’s( ; AD’s( * AD’s � τ( vhsg
A. A ∈ Qmtm hr WrxlosnshbWk rsWakd he Wmc nmkx he sgd lWsqhw ¿)A hr Gtqvhsy Wmc
sgd lWsqhw B’r( ; rH � ’H � τ∆’r(A(�0’A * A( hr mnmrhmftkWq enq Wkk r+ vgdqd
∆’r( ; d�nλ�0

rτ
-

Sgdnqdl 1-3-1- Tmcdq sgd cdkWx rxmbgqnmhyWshnm bnmsqnkkdq+ sgd dqqnq etmbshnm
D ; ’dt. dx. dy(

R adsvddm sgd cqhud Wmc qdronmrd rxrsdlr rWshrffdr |T�0D|1 → .
’h-d WrxlosnshbWk rxmbgqnmhyWshnm( he Wmc nmkx he E ’σ. τ( 6; .( enq Wkk σ / . Wmc
d�1µτ ≥ σ1+ vgdqd sgd etmbshnm E ’σ. τ( hr cdffmd ax6

E ’σ. τ( ;}σdµτ * bnr’τ
√
d�1µτ � σ1(}

* }d�1µτ � σ1 � d�µτrhm’τ
√
d�1µτ � σ1(}

’1-3-2(

Nqnne- Mnshbd rxrsdl ’1-3-1( b˙m ad vqhssdm hm ˙ bnmbhrd enql ˙r9

A ;

)


�1 o .
. �0 0
. �p .





A ;

)


�0 . .
. . .
. . .





Sgdm vd b˙m nas˙hm ¿*A ˙mc ˙kk hsr dhfdmu˙ktdr vhsg mdf˙shud qd˙k o˙qs+ sgtr
Gtqvhsy vhsg ˙mx p=.- Bgnnrhmf

β’r( ;

)


�2

0)τ�Φr(
n

0)τ�Φr(
.

. �0 0

. �p .
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˙mc hsr dhfdmu˙ktdr ˙qd λ0 ;
�2

0)τ�Φr(
+λ1 ; �0

1
’0 *

√
0� 3p( ˙mc λ2 ; �0

1
’0 �√

0� 3p(- Bkd˙qkx+ enq ˙mx r vhsg onrhshud qd˙k o˙qs+ hs gnkcr r 6; λ1.2- Sgdm kds
kZlacZ0 ; 2r ˙mc r ; σ * hω vd g˙ud9

r* d�rτ � 0 ; �0 ⇔ r* d�rτ ; .

⇔σdµτ ; �bnrωτ
ω ; d�µτrhm’ωτ(

’1-3-3(

Ehm˙kkx vd b˙m dkhlhm˙sd ω ax trhmf rhm1’ωτ( * bnr1’ωτ( ; 0+ vghbg hr ω1 * σ1 ;
d�1µτ ⇒ ω ; ±

√
d�1µτ � σ1(+ ˙mc rtarshstsd hmsn ’1-3-3(9

σdµτ ; �bnr’τ
√
d�1µτ � σ1(

d�1µτ � σ1 ; d�µτrhm’τ
√
d�1µτ � σ1(

’1-3-4(

˙mc sghr hr dpthu˙kdms sn E ’σ. τ( ; .-
Enq ˙ fhudm τ / .+ f’σ( ; d�1µτ � σ1 hr ˙ cdbqd˙rhmf etmbshnm ne σ ˙mc f’.(;0+

sgtr hs g˙r ˙ tmhptd onrhshud qnns σ×’τ(- Gdmbd+ sgd bnmchshnm E ’σ. τ( 6; . nmkx
mddcr sn ad bgdbjdc enq σ ∈ Z.. σ×’τ([- Gnvdudq+ sgdqd cn mns dwhrs σ rtbg sg˙s
E ’σ. τ( ; . vgdm τ ; ..4. 1Zmc3- Bnmrdptdmskx+ sgd cdk˙x bnmsqnkkdq rxmbgqnmhydr
cqhud ˙mc qdronmrd rxrsdlr ˙rxlosnshb˙kkx-

Ehftqd 1-69 Dqqnq rxrsdl vhsg τ ; ..4
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Ehftqd 1-79 Dqqnq rxrsdl vhsg τ ; 1

Ehftqd 1-89 Dqqnq rxrsdl vhsg τ ; 3
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1-4 FknaWk Pnatrs :cWoshud RxmbgqnmhyWshnm

Hmrsd˙c ne sgd rxmbgqnmhy˙shnm ˙lnmf hcdmshb˙k rxrsdlr+ ˙ qnatrs ˙c˙oshud rxm,
bgqnmhy˙shnm ldsgnc hr bnmrhcdqdc sn cd˙k vhsg sgd dwsdqm˙k odqstqa˙shnm nm sgd
qdronmrd rxrsdl- Gdqd+ vd vhkk hlokdldms sghr ldsgnc nm sgd gxodqbg˙nshb ffm˙mbd
rxrsdl+ sgdm sq˙mredq sn sgd Mdv Bgt˙”r rxrsdl-

Bnmrhcdq sgd gxodqbg˙nshb ffm˙mbd rxrsdl ˙mc hsr qdronmrd rxrsdl cdrbqhadc ax9

ŵl ; el’wl( *Fl’wl(θ ’1-4-0(

ŵr ; er’wr( *Fr’wr(θ * cr’wr. s( * t ’1-4-1(

vgdqd er ˙mc Fr ˙qd jmnv l˙or+ cr hr ˙m tmjmnvm chrstqa˙mbd ˙mc θ hr ˙m tmjmnvm
o˙q˙ldsdq udbsnq- Sgdm vd b˙m nas˙hm sgd dqqnq rxrsdl9

d̂ ; er � el * ’Fr �Fl(θ * cr * t ’1-4-2(

PdlWqj- Eqnl sgd enqltk˙shnm ˙anud+ sgd Mdv Bgt˙”r rxrsdl b˙m ad hlokd,
ldmsdc vhsgnts bnmrhcdq˙shnm ne Fr ˙mc θ: ˙krn enq rhlokhffb˙shnm+ er ˙mc el ˙qd
bnmrhcdqdc sn g˙ud rhlhk˙q rsqtbstqd- Gnvdudq+ sgdrd mnmkhmd˙q l˙oohmfr b˙m ad
tmqdk˙sdc-

Sgdnqdl 1-4-0- Bnmrhcdq sgd rxrsdlr ’1-4-0( Wmc ’1-4-1(+ vghbg rWshrffdr |cr’w. s(| ≤
cr+. ’cr+ ≤ čr+ ansg onrhshud bnmrsWmsr: Wmc |θ| hr toodq antmcdc ax W jmnvm onrhshud
bnmrsWms θ̌- Sgd bnmsqnk kWv

t ; �Ad� ’er � el(� ’Fr �Fl(]θ * tq ’1-4-3(

vhsg
tq ; �

γ2d

λlem’J(Z|d|* γ0d�γ)s[
’1-4-4(

]̂θ ; �γθZγ1|d|]θ * ’Fr �Fl(
RJd[ ’1-4-5(

vgdqd ARN * NA ; P+ ,¿ hr Gtqvhsy+ N ; N R / .+P=.+J ; N * N R +γ+ ≥
.+γ0. γ1. γθ / .+ γ2 ; 1|J|C č+ * γ1θ̌

1+γ3 ; λlem’P(+ sgdm rxrsdlr ’1-4-0( Wmc
’1-4-1( rxmbgqnmhyd-

Nqnne- Bnmrhcdq sgd Kx˙otmnu etmbshnm b˙mchc˙sd9

U ; dRNd*
0

1
zθRγ�0θ

zθ ’1-4-6(
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vgdqd zθ ; ]θ � θ- Sgdm s˙jd sgd cdqhu˙shud ne U9

Û ;d̂RNd* dRN d̂* ẑθRγ�0θ
zθ

; �dRPd* dRJ’tq * cr(� γ1|d|zθR ]θ
’1-4-7(

Kdsshmf zθR ]θ ; 0
1
’zθ1 * ]θ1 � θ1( hlokhdr9

Û ≤ �γ3|d|1 �
γ1
1
|zθ|1|d|* γ2

1
|d| � γ2|d|1

|d|* γ0d�γ)s

≤ �|d|’γ3|d|*
γ1
1
|zθ|1 � 2γ2

1
(

’1-4-8(

Gdmbd Û ≤ . ˙r knmf ˙r |d| ≥ 2γ2
1γ3

≡ �d nq |zθ ≥ 2γ2
γ1

+.4 ≡ �=θ- Sgtr+ d’s( ˙mc
zθ’s(

˙qd tmhenqlkx antmcdc- Lnqdnudq+ cdffmd ˙ qdfhnm Ω ; {d}|d| ≤ γ0d
�γ)s{+ sgdm hm

b˙rd |d| / γ0d
�γ)s+ vd g˙ud Û ≤ �γ3|d|1- Rhmbd U hr antmcdc eqnl adknv ˙mc

mnm,hmbqd˙rhmf vhsg shld+ vd g˙ud9

khl
s≤→

∑ s

+

|d’τ(|1cτ ≤ U ’.(� U→

γ3
, ∞ ’1-4-0.(

vgdqd khls≤→ U ’s( ; U→ , ∞- Hm ˙cchshnm+ vhsg sgd antmcr nm d+ zθ+c ˙mc
tq+ d̂ hr ˙krn antmcdc+ sgtr Û hr tmhenqlkx bnmshmtntr- Ax A˙qa˙k˙s”r Kdll˙+
khls≤→ d’s( ; . enq ˙kk d ∈ Ωb- Hm fdmdq˙k+ khls≤→ d’s( ; . gnkcr hm sgd k˙qfd vhsg
dwo˙mchmf Ω rds-

Ehftqd 1-0.9 Dqqnq rxrsdl vhsg qnatrs ˙c˙oshud bnmsqnkkdq

Gdqd+ vd ˙ookx sgd chrstqa˙mbd sn sgd qdronmrd Mdv Bgt˙”r rxrsdl+ sgd dqqnq
rxrsdl bnmudqfdr sn ydqn rnktshnm ˙r dwodbsdc-
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1-5 FknaWk RxmbgqnmhyWshnm vhsg MnmkhmdWq Anm)

sqnk

Bnmrhcdq sgd enkknvhmf sgqdd,chldmrhnm˙k ˙tsnmnlntr rxrsdl vghbg chrok˙xr svn
bg˙nshb ˙ssq˙bsnqr rhltks˙mdntrkx9

ŵ ; � Za

Z* a
w� xy * b

x̂ ; Zx * wy

ŷ ; wx * ay

’1-5-0(

vgdqd ˙+a+b ˙qd qd˙k bnmrs˙msr+ Z * a 6; .+ ˙mc w+x+y ˙qd rs˙sd u˙qh˙akdr- ¿krn sgd
rxrsdl hr bg˙nshb enq sgd o˙q˙ldsdqr Z ; �0.+a ; �3 ˙mc }b} , 08.1-

Sgdm vd b˙m bnmrsqtbs sgd l˙rsdq ˙mc rk˙ud rxrsdlr qdrodbshudkx9

ŵl ; � Za

Z* a
wl � xlyl * b

x̂l ; Zxl * wlyl

ŷl ; wlxl * ayl

’1-5-1(

ŵr ; �
Za

Z* a
wr � xryr * b* t0

x̂r ; Zxr * wryr * t1

ŷr ; wrxr * ayr * t2

’1-5-2(

vgdqd te. h ; 0. 1. 2 ˙qd mnmkhmd˙q bnmsqnkkdqr vghbg ˙qd cdrhfmdc sn l˙jd rtqd ˙anud
svn rxrsdlr b˙m ad rxmbgqnmhydc-

Lnqdnudq+ sgd dqqnq rxrsdl b˙m ad cdqhudc ˙r sgd enkknvhmf9

d̂0 ; �βd0 � xrd2 � yld1 * t0

d̂1 ; yld0 * Zd1 * wrd2 * t1

d̂2 ; ad2 * wrd1 * xld0 * t2

’1-5-3(

vgdqd β ; Va
V)a

:d0 ; wr � wl+d1 ; xr � xl+d2 ; yr � yl
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Sgdnqdl 1-5-0- Rxrsdlr ’1-5-1( Wmc ’1-5-2( vhkk WooqnWbg fknaWk Wmc dwonmdmshWk
WrxlosnshbWk rxmbgqnmhyWshnm enq Wmx hmhshWk bnmchshnm vhsg sgd enkknvhmf bnmsqnk
kWv6
0.t0 ; ’β � 0(d0. t1 ; d0d2 � 1wrd2. t2 ; .
1.t0 ; ’β � 0(d0. t2 ; d0d1 � 1wrd1. t1 ; .

Nqnne- Enq ansg b˙rdr+ vd rdkdbs sgd Kx˙otmnu etmbshnm ˙r U ’s( ; 0
1
’d10 *

d11 * d12(+ sgdm vd nas˙hm sgd cdqhu˙shud ne sgd Kx˙otmnb etmbshnm ˙r Û ’s( ;
�d10 * Zd11 * ad12 enq ansg bnmchshnmr- Bgnnrhmf � ; lhm’0.�Z.�a( / .+ sgdm
Û ’s( ≤ ��’d10 * d11 * d12( ; �1�U ’s(+ vghbg xhdkcr U ’s( ≤ U ’.(d�1�s- Sgdqdenqd+
sgd qdrtks hlokhdr sg˙s khls≤→de ; .. h ; 0. 1. 2: hm nsgdq vnqcr+ rxrsdlr ’1-5-1(
˙mc ’1-5-2( ˙bghdud fkna˙k ˙mc dwonmdmsh˙k ˙rxlosnshb˙k rxmbgqnmhy˙shnm-

Hm sgd mtldqhb˙k rhltk˙shnm+ vd rds ’2+3+1( ˙mc ’4+,4+0( ˙r sgd hmhsh˙k bnmchshnmr
ne l˙rsdq ˙mc rk˙ud rxrsdlr qdrodbshudkx: ˙krn vd bgnnrd ˙;,0.+a;,3 ˙mc b;04 sn
l˙hms˙hm sgd bg˙nshb adg˙uhnqr- A˙rdc nm sgd fq˙ogr+ sgd dqqnq rxrsdl bnmudqfdr
sn ydqn rnktshnm ˙esdq ˙ rgnqs odqhnc ne shld+ hmcdodmcdms ne hmhsh˙k bnmchshnmr
ne l˙rsdq ˙mc rk˙ud rxrsdlr- Sgtr+ sgd mnmkhmd˙q bnmsqnkkdqr ˙qd u˙khc enq bg˙nr
rxmbgqnmhy˙shnm-
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Ehftqd 1-009 Dqqnq rxrsdlr vhsg sxod 0 bnmsqnkkdq

Ehftqd 1-019 Dqqnq rxrsdlr vhsg sxod 1 bnmsqnkkdq
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1-6 FknaWk RxmbgqnmhyWshnm vhsg Rkhchmf Lncd

Anmsqnk

Bnmrhcdq sgd tmhffdc bg˙nshb rxrsdl9

ŵ ; ’14� * 0.(’x � w(

x̂ ; ’17� 24�(w* ’18�� 0(x � wy

ŷ ; wx � ’
7 * �

2
(y

’1-6-0(

vgdqd � ∈ Z.. 0[- He � ∈ Z.. ..7(+ ˙anud rxrsdl hr b˙kkdc sgd fdmdq˙k Knqdmy rxrsdl:
he � ; ..7+ ˙anud rxrsdl hr b˙kkdc sgd fdmdq˙k Kt̃ rxrsdl: he � ∈ Z..7. 0[+ ˙anud
rxrsdl hr b˙kkdc sgd fdmdq˙k Bgdm rxrsdl-

Sgtr vd nas˙hm sgd l˙rsdq ˙mc rk˙ud rxrsdlr qdrodbshudkx9

ŵl ; ’14� * 0.(’xl � wl(

x̂l ; ’17� 24�(wl * ’18�� 0(xl � wlyl

ŷl ; wlxl � ’
7 * �

2
(yl

’1-6-1(

ŵr ; ’14� * 0.(’xr � wr(

x̂r ; ’17� 24�(wr * ’18�� 0(xr � wryr * t0 *∆e0’wr. xr. yr. o(

ŷr ; wrxr � ’
7 * �

2
(yr *∆e1’wr. xr. yr. o(

’1-6-2(

vgdqd o ∈ Q hr sgd dwsdqm˙k odqstqa˙shnm: ∆e0 ˙mc ∆e1 ˙qd sgd tmbdqs˙hmshdr
hmbktchmf o˙q˙ldsdq tmbdqs˙hmsx ˙mc dwsdqm˙k odqstqa˙shnm ˙ookhdc sn sgd rk˙ud
rxrsdl- Hm fdmdq˙k+

|∆e| ; |
�

∆e0
∆e1

(
| ≤ β0|

)


wr
xr
yr



 |* β1 ’1-6-3(

vgdqd β0 ˙mc β1 ˙qd onrhshud-
¿r trt˙k+ vd g˙ud sgd dqqnq rxrsdl9

d̂0 ; ’14� * 0.(’d1 � d0(

d̂1 ; ’17� 24�(d0 * ’18�� 0(d1 � wrd2 � yld0 * t0 *∆e0

d̂2 ; �’
7 * �

2
(d2 * wrd1 * xld0 * t1 *∆e1

’1-6-4(

¿ksdqm˙shudkx+ vd b˙m qdvqhsd sgd dqqnq rxrsdl ˙r sgd enql9

d̂ ; Ad* Ae * At* A∆e ’1-6-5(
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vgdqd d ; ’d0. d1. d2(
R +t ; ’.. t0. t1(

R +∆e ; ’..∆e0.∆e1(
R + ˙mc

A ;

)


�’14� * 0.( ’14� * 0.( .
’17� 24�( ’18�� 0( .

. . �7)�
2



 . A ;

)


. .
0 .
. 0



 . e ;

)


.

�wrd2 � yld0
wrd1 * xld0





Hm nqcdq sn trd ˙ rkhchmf lncd bnmsqnk ldsgnc enq rxmbgqnmhy˙shnm rtbbdrretkkx+
vd qdpthqd svn a˙rhb rsdor9

0- Rdkdbshmf ˙m ˙ooqnoqh˙sd rvhsbghmf rtqe˙bd rn sg˙s sgd rkhchmf lnshnm hr rs˙,
akd ˙mc dmrtqdr sgd dqqnq rxrsdl bnmudqfdr sn ydqn ˙r shld hmbqd˙rhmf-
1- Drs˙akhrghmf ˙ qnatrs bnmsqnk k˙v vghbg ft˙q˙msddr sgd dwhrsdmbd ne sgd rkhchmf
l˙mhenkc r’s( ; . vhsghm sgd bnmrhcdq˙shnm ne o˙q˙ldsdq tmbdqs˙hmsx ˙mc dwsdqm˙k
odqstqa˙shnm- ’h-d-+ o ˙mc ∆e(

Ehqrs ne ˙kk+ sgd oqnonqshnm˙k,hmsdfq˙k rvhsbghmf rtqe˙bd hr cdffmdc ˙r9

r ; Bd�
∑ s

+

’BA* BAJ(d’τ(cτ ’1-6-6(

vgdqd r ∈ Q1−0+B ∈ Q1−2 ˙mc J ∈ Q1−2: B hr bgnrdm rtbg sg˙s BA 6; . ’BA hr
rhmftk˙q( ˙mc J hr bgnrdm rtbg sg˙s λlVt’A* AJ( , . ’¿*AJ hr rs˙akd(-

¿bbnqchmf sn Z05+06[+ sgdm vd b˙m nas˙hm sgd dpthu˙kdms bnmsqnk tdp’s( hm sgd
rkhchmf l˙mhenkc ax chΩdqdmsh˙shmf ’1-6-6( vhsg qdrodbs sn shld ˙mc rtarshstshmf
enql ’1-6-5(9

r̂ ; Bd̂� ’BA* BAJ(d ; BAd* BAe * BAtdp * BA∆e � BAd� BAJd

; BA’tdp * e *∆e �Jd( ; .

’1-6-7(

Rhmbd BA hr mnmrhmftk˙q+ sgd dpthu˙kdms bnmsqnk tdp hm sgd rkhchmf lncd hr tdp ;
Jd� e �∆e : rtarshstsd hs a˙bj sn ’1-6-5(+ vd nas˙hm9

d̂ ; Ad* Ae * AJd� Ae � A∆e * A∆e ; ’A* AJ(d ’1-6-8(

Eqnl sgd ˙anud qdrtks+ mnshbd sg˙s sgd rxrsdl hr hmrdmrhshud sn o˙q˙ldsdq tmbdq,
s˙hmsx ˙mc dwsdqm˙k odqstqa˙shnm ’h-d-+ sgd bnmsqnkkdc rxrsdl hr qnatrs(-

Mdws+ hmsqnctbd Kdll˙ 0-6-0 vghbg hmchb˙sdr sgd qd˙bghmf bnmchshnm ne sgd
rkhchmf lncd9

IdllW 1-6-0- Sgd lnshnm ne sgd rkhchmf lncd hr WrxlosnshbWkkx rsWakd+ he sgd
enkknvhmf qdWbghmf bnmchshnm hr gdkc6 rR ’s(r̂’s( , .-

11



Sn ˙bghdud sgd qd˙bghmf bnmchshnm hmchb˙sdc hm Kdll˙ 0-6-0+ ˙ bnmsqnk k˙v hr
oqnonrdc ˙r9

t ; Jd� γ’BA(�0Z|BA|’|e|* β0|Vr|* β1([rhfm’r( ’1-6-0.(

vgdqd γ hr ˙m ˙qahsq˙qhkx bnmrs˙ms k˙fdq sg˙m 0+ ˙mc Vr ; ’wr. xr. yr(
R - Hm nqcdq

sn dmrtqd sghr bnmsqnk k˙v b˙m cdqhud sgd dqqnq cxm˙lhbr ’1-6-5( nmsn sgd rkhchmf
l˙mhenkc r’s( ; .+ sgd enkknvhmf sgdnqdl hr hmsqnctbdc9

Sgdnqdl 1-6-1- Sgd qdWbghmf bnmchshnm rR ’s(r̂’s( , . ne sgd rkhchmf lncd hr
rWshrffdc+ he sgd bnmsqnk t’s( hr fhudm ax ’1-6-0.(-

Nqnne- Rtarshstshmf ’1-6-5( ˙mc ’1-6-0.( hmsn rR ’s(r̂’s(+ vd g˙ud9

rR r̂ ; rR ZBAe * BAt* BA∆e � BAJd[

; rR ZBAe * BAJd� γZ|BA|’|e|* β0|Vr|* β1([rhfm’r(

*BA∆e � BAJd[

≤ �γZ|BA|’|e|* β0|Vr|* β1([r
R rhfm’r(

*|BA|’|e|* |∆e|(|r|

’1-6-00(

Lnqdnudq+ rhmbd γ / 0 ˙mc rR rhfm’r( ; }r0} * }r1} ≥ |r| ;
∫
r10 * r11+ vd g˙ud

rR r̂ ≤ ’0� γ(Z|BA|’|e|* β0|Vr|* β1([|r| ˙mc rR ’s(r̂’s( , . hr ˙kv˙xr r˙shrffdc-

Hm nqcdq sn udqhex sgd ˙m˙kxshb qdrtksr ne rkhchmf lncd+ ax trhmf sgd QJ3 ldsgnc+
vd rhltk˙sd sgd b˙rd vgdm sgd rxrsdl nodq˙sdr hm sgd rkhchmf lncd vhsg sgd d,

pthu˙kdms bnmsqnkkdq tdp’s(- Vd bgnnrd � ; ..7 ˙mc J ;;

�
�21.1 3 .
. . ..5556

(

rn sg˙s λlVt’A*AJ( ; �1 , .: ˙krn vd trd sgd r˙ld hmhsh˙k bnmchshnmr+ ’0-4+1+0(
˙mc ’,0+,4+,0.( enq l˙rsdq ˙mc rk˙ud rxrsdl qdrodbshudkx- ¿r ˙ qdrtks+ a˙rdc nm sgd
fq˙ogr ˙anud+ nardqud sg˙s sgd dqqnq rxrsdl bnmudqfdr sn ydqn ˙r shld hmbqd˙rhmf+
vghbg ft˙q˙msddr sgd rxmbgqnmhy˙shnm ne sgd tmhffdc bg˙nshb rxrsdl- Etqsgdqlnqd+
sgd bnmsqnkkdq tdp hmunkudr ansg sgd bnmrhcdq˙shnm ne sgd o˙q˙ldsdq tmbdqs˙hmsx ˙mc
dwsdqm˙k odqstqa˙shnm+ hs hr dfibhdms vhsg sgd nbbtqqdmbd ne sgd rkhchmf lnshnm-

12



Ehftqd 1-029 Rxmbgqnmhy˙shnm dqqnqr adsvddm mdsvnqj ’1-6-1( ˙mc ’1-6-2(
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1-7 FknaWk RxmbgqnmhyWshnm vhsg Hlotkrhud Anm)

sqnk

Mnshbd sg˙s sgd ˙c˙oshud bnmsqnkkdq hr ˙bshu˙sdc ˙kk sgd shld ctqhmf sgd vgnkd rxm,
bgqnmhy˙shnm oqnbdrr+ mnv vd bnmrhcdq ˙m hlotkrhud bnmsqnkkdq Z7[ vghbg ˙kknvr hsrdke
sn ˙bshu˙sd vgdm hs hr mddcdc hmrsd˙c ne qtmmhmf ˙kk sgd shld- Vd bnmshmtd trhmf
sgd tmhffdc bg˙nshb rxrsdl sn cdlnmrsq˙sd-

A˙rdc nm sgd tmhffdc bg˙nshb rxrsdl+ sgdqd dwhrsr sgqdd dpthkhaqhtl onhmsr9
D0 ; ’.. .. .(R +D1 ; ’β. β. η(R +D2 ; ’�β. β. η(R + vgdqd β ;

∫
’7 * Z(’8� 1�( ˙mc

η ; 16�5�- He vd cdmnsd sgd dpthkhaqhtl onhmsr ˙r ’x+0. x
+
1. x

+
2(
R + sgdm vd b˙m ˙ookx

sgd sq˙mrenql˙shnm we ; xe � x+e + h;0+1+2- Sgdqdenqd+ vd b˙m qdvqhsd sgd tmhffdc
bg˙nshb rxrsdl ˙r sgd enql9 ŵ ; Aw* Φ’w(+ vgdqd

A ;

)


�’14� * 0.( 14� * 0. .
17� 24�� x+2 18�� 0 �x+0

x+1 x+0 ��)7
2





˙mc

Φ’w( ;

)


.

�w0w2
w0w1





Eqnl gdqd+ vd hmsqnctbd ˙m hlotkrhud bnmsqnkkdq sn rs˙ahkhyd sgd dpthkhaqhtl onhmsr+
vghbg cdrbqhadc ax9

ŵ ; Aw’s( * Φ’w’s(( *

→∫

j80

δ’s� τj(Ajw’s( ’1-7-0(

vgdqd δ’.( hr sgd Chq˙b cdks˙ etmbshnm+ sgd shld rdptdmbd τj r˙shrffdr . ; τ+ ,
... , τj , τj)0...+ khlj≤→τj ; ∞+ ˙mc Aj hr ˙ 2 · 2 bnmrs˙ms l˙sqhw enq d˙bg
j ∈ Y) ; 0. 1. .... m. m* 0. ...-

¿bbnqchmf sn sgd ˙anud bnmrsqtbshnm+ vd b˙m cdqhud sgd cqhuhmf rxrsdl9 x̂ ;
Ax * Φ’x( vgdqd

A ;

)


�’14� * 0.( 14� * 0. .
17� 24�� x+2 18�� 0 �x+0

. . ��)7
2





˙mc

Φ’w( ;

)


.

�x0x2
x0x1
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˙mc sgd cqhudm rxrsdl vghbg sgd hlotkrhud bnmsqnkkdq hmunkudc9

ẑx ; Azx’s( * Φ’zx’s(( *

→∫

j80

δ’s� τj(Aj’zx’s(� x’s(( ’1-7-1(

vgdqd ˙kk sgd o˙q˙ldsdqr qdl˙hm sgd r˙ld ˙r cdffmdc oqduhntrkx-

He vd ˙ookx hmsdfq˙shnm eqnl τj � g sn τj * g enq ansg rhcdr ne ŵ ; Aw’s( *
Φ’w’s(( *

→
j80 δ’s � τj(Ajw’s( sgdm ˙r g → .)+ ax sgd oqnodqshdr ne Chq˙b cdks˙

etmbshnm+ vd g˙ud sgd enkknvhmf w’τ)j ( � w’τ�j ( ; Ajw’τj(- Lnqdnudq+ ax sgd
˙rrtloshnm ne we’s( ; khls≤τ�j

we’s( ˙mc sgd cdffmhshnm ne sgd Chq˙b cdks˙ etmbshnm+

ŵ’s( b˙m ad qdvqhssdm ˙r9

ŵ’s( ; Aw’s( * Φ’w’s((. s 6; τj

w’s)(� w’s( ; Ajw’s(. s ; τj
’1-7-2(

Sgtr+ rhlhk˙q sdbgmhptd b˙m ad ˙ookhdc sn sgd cqhudm rxrsdl zx9

ẑx ; Azx * Φ’zx(. s 6; τj

∆zx ; Aj’zx’s(� x’s((. s ; τj
’1-7-3(

Ehm˙kkx+ sgd dqqnq rxrsdl b˙m ad dwoqdrrdc ˙r enkknvr9

d̂ ; Ad*Ψ’x. zx(. s 6; τj

∆zx ; Ajd. s ; τj
’1-7-4(

vgdqd sgd rxmbgqnmhy˙shnm dqqnq hr d ; ’zx0 � x0. zx1 � x1. zx2 � x2(
R ˙mc Ψ’x. zx( ;

Φ’zx(� Φ’x( ;

)


.

x0x2 � zx0 zx2
zx0 zx1 � x0x1



-

PdlWqj-
¿bbnqchmf sn Sgdnqdl 2 ˙mc Sgdnqdl 0. hm Z7[+ sgdx dmrtqd sgd fkna˙kkx ˙rxlo,

snshb˙k rs˙ahkhsx tmcdq sgd bnmrsqtbshnm ne hlotkrhud bnmsqnkkdq+ ˙mc sgdhq oqnne b˙m
ad hkktrsq˙sdc ax rnkuhmf C)U ’s(. s ∈ ’τj�0. τj[. j ; 0. 1. ... vgdqd sgd ohdbdvhrd
bnmshmtntr ˙twhkh˙qx etmbshnm U ’s. w( ; daΦτj�0�s(wR ’s(Nw’s( enq ŵ’s( rxrsdl ˙mc
U ’s. w( ; daΦτj�0�s(dR ’s(d’s( enq sgd dqqnq rxrsdl qdrodbshudkx- Lnqdnudq+ O hr ˙
2·2 rxlldsqhb ˙mc onrhshud cdffmhsd l˙sqhw+ A b˙m ad cdsdqlhmdc ax sgd svn bnm,
chshnmr hm Sgdnqdl 2: hm ˙cchshnm+ ˙bbnqchmf sn Bnqnkk˙qx 7 hm Z7[+ vd b˙m nas˙hm sgd
hlotkrhud hmsdqu˙k δ ≤ 0

p�aHm
0
µc
+ vgdqd p hr sgd k˙qfdrs dhfdmu˙ktd ne ’NA* ARN (+

c hr sgd k˙qfdrs dhfdmu˙ktd ne ’H * A(R ’H * A(+µ / 0+ ˙mc a ≥ .-

15



Ehftqd 1-039 Dqqnq rxrsdl ’1-7-4(

Vd ˙rrtld sgd hmhsh˙k onrhshnm ˙s ’1+4+8(+� ; 0+A ; chZf’�..75.�..73.�..8(
vghbg hr nas˙hmdc ax sgd bnmchshnmr hm Sgdnqdl 2 hm Z7[- A˙rdc nm sgd fq˙ogr+
sgd hlotkrhud bnmsqnkkdq s˙jdr dΩdbs nmkx ˙s sgd udqshb˙k ¯itlo¯ ’s ; τj(: sgdm
sgd dqqnq rxrsdl bnmudqfdr sn ydqn rnktshnm ˙r dwodbsdc- Sgdqdenqd+ sgd hlotkrhud
bnmsqnkkdq hr u˙khc enq sgd bg˙nr rxmbgqnmhy˙shnm-

16



1-8 Hlotkrhud RxmbgqnmhyWshnm Vhsg Shld CdkWx

Bnmrhcdq sgd bg˙nr,a˙rdc bnlltmhb˙shnm rxrsdl vghbg bnmrhrsr ne svn bg˙nshb
rxrsdlr ˙s sgd sq˙mrlhssdq ˙mc sgd qdbdhudq dmcr+ qdrodbshudkx- ¿s sgd sq˙mrlhssdq
dmc+ vd g˙ud9

ŵ’s( ; Aw’s( * Φ0’w’s(( ’1-8-0(

˙mc ˙s sgd qdbdhudq dmc+ vd g˙ud9

t̂’s( ; At’s( * Φ1’t’s(. w’s� q(. t’s� q((. s 6; τj

∆t’s( ; �Ajd’s(. s ; τj. j ; 0. 1. ...
’1-8-1(

vgdqd l˙sqhbdr A ∈ Qm−m ˙mc Aj ∈ Qm−m: etmbshnmr Φ0+Φ1 ˙qd bnmshmtntr etmb,
shnmr hm sgdhq qdrodbshud cnl˙hm ne cdffmhshnm- ∆t’sj( ; t’s)j ( � t’s�j (+ t’s

)
j ;

khls≤sj t’s( enq j;0+1+--- ¿ sxohb˙k enql ne sgd etmbshnm Φ1 hr9

Φ1’t’s(. w’s� q(. t’s� q(( ; Φ0’t’s(( * EJ’w’s� q(� t’s� q(( ’1-8-2(

vgdqd E ∈ Qm · Ql+J ∈ Ql · Qm ˙qd bnmrs˙ms l˙sqhbdr- Sgd rdbnmc sdql hm
t̂’s( hr jmnvm ˙r sgd cdk˙xdc eddca˙bj bnmsqnk ˙mc Ajd’s( hr b˙kkdc sgd hlotkrhud
bnmsqnk- Lnqdnudq+ kds d;w,t ad sgd rxmbgqnmhy˙shnm dqqnq+ hs enkknvr sgd dqqnq
cxm˙lhbr hr fhudm ax9

d̂’s( ; Ad’s( *Ψ’w’s(. t’s(. w’s� q(. t’s� q((. s 6; τj

∆d’s( ; Ajd’s(. s ; τj. j ; 0. 1. ...
’1-8-3(

vgdqd Ψ’w’s(. t’s(. w’s�q(. t’s�q(( ; Φ0’w’s((�Φ1’t’s(. w’s�q(. t’s�q((- Mnshbd
sg˙s d;. hr sgd sqhuh˙k rnktshnm ne rxrsdl ’1-8-3(+ sgtr sgd fkna˙k ˙rxlosnshb˙k
rs˙ahkhsx ne sghr sqhuh˙k rnktshnm hlokhdr sgd fkna˙k rxmbgqnmhy˙shnm ne rxrsdlr ’1-8-0(
˙mc ’1-8-1(- Hm ˙cchshnm+ vd ˙rrtld sg˙s Ψ r˙shrffdr sgd enkknvhmf ˙rrtloshnm9

:rrtloshnm 1-8-0- Enq W onrhshud cdffmhsd lWsqhw O+ sgdqd dwhrs bnmrsWms lWsqhbdr
Ce ∈ Qm · Ql+ h-0+1 rtbg sgWs

’w� x(RNΨ’w. x. t. u( ≤ ’w� x(RNC0’w� x( * ’w� x(RNC1’t� u( ’1-8-4(

˙mc hmsqnctbd sgd enkknvhmf Kdll˙9

IdllW 1-8-0- Jds γ / . Wmc l ∈ B0ZI.Q)[+ vgdqd I ; ZZ�γ. a(+. , a�Z ≤ ∆e-
¿rrtld sgWs sgdqd dwhrs bnmrsWmsr k / . Wmc β ∈ ’.. 0( rtbg sgWs l

−
’s( ≤ kl’s(

vgdmdudq l’s( ≥ βl’s* r(+ r ∈ Z�γ. .[: vghbg hr hm sgd rohqhs ne sgd QWyt,
lhjghm sdbgmhptd- ¿krn sgdqd dwhrsr W bnmrsWms η / . rtbg sgWs l’r( , η+r ∈
ZZ� γ. Z(+l’Z( ≤ βη+ Wmc

k∆e * kmβ , . ’1-8-5(

Sgdm sgdqd dwhrsr c ; c’η(+ . , c , η rtbg sgWs l’s( , η � c+s ≥ Z-

17



Sgdnqdl 1-8-1- ¿rrtld sgWs6
’h( sgdqd dwhrsr W onrhshud cdffmhsd lWsqhw O Wmc bnmrsWsr �e+h;0+1+ vhsg �1 ∈ Q)
rtbg sgWs �

ARN * NA* NC0 � �0N NC1
CR
1 N ��1N

(
≤ . ’1-8-6(

’hh( sgdqd dwhrsr W qdWk mtladq β ∈ ’.. 0( rtbg sgWs enq dWbg j;0+1+---+

’H * AR
j (N ’H * Aj(� βN ≤ . ’1-8-7(

’hhh( sgdqd dwhrsr W onrhshud mtladq τ rtbg sgWs

τj � τj�0 ≤ τ. j ; 1. 2. ... Zmc
τ

β
’β�0 * �1( * kmβ ≤ . ’1-8-8(

Sgdm sgd sqhuhWk rnktshnm ne rxrsdl ’1-8-3( hr fknaWkkx WrxlosnshbWkkx rsWakd+ Wmc
rxrsdlr ’1-8-0( Wmc ’1-8-1( qdWkhyd fknaWk rxmbgqnmhyWshnm-

Nqnne- Kds λ0 ; λlem’N ( ˙mc λ1 ; λlVt’N (- Sgdm . , λ0 ≤ λ1- Enq ˙mc ε / .+

bgnnrd δ ; δ’ε( / . rn sg˙s δ ,
√

λ0β
λ1

ε- Kds s+ ∈ Zτk�0. τk[+φ ∈ NBZ�q. .[ vhsg
|φ| , δ- Kds d’s( ; d’s. s+.φ( ad ˙mx rnktshnm ne ’1-8-3( rtbg sg˙s ds) ; φ- Ax sgd
bgnhbd ne δ+ }d’s+(} ; }φ+} , ε+ sgdm }d’s(} , ε+s ≥ s+- Cdffmd l’s( ; dR ’s(Nd’s(+s ≥
s+ � γ: sgdm enq s ∈ Zs+� q. s+[ vd g˙ud l’s( ≤ λ1δ

1 , λ0βε
1- Enq s 6; τj+ vd nas˙hm

l
−
’s( ; d

−R ’s(Nd’s( * dR ’s(Nd
−
’s(

; dR ’s(ZARN * NA[d’s(

* 1dR ’s(NΨ’w’s(. t’s(. w’s� q(. t’s� q((

’1-8-0.(

Sgdm ax hmdpt˙khsx ’1-8-4(+ vd nas˙hm

l
−
’s( ≤ dR ’s(ZAsN * NA* NC0[d’s(

* dRNC1d’s� q( * dR ’s� q(CR
1 Nd’s(

; ZwR ’s(VR ’s� q([

�
ARN * NA* NC0 NC1

CR
1 N .

(�
w’s(

w’s� q(

( ’1-8-00(

Ax bnmchshnm ’h(+ l
−
’s( ≤ �0l’s( * �1l’s � q(. s 6; τj+ vghbg hlokhdr he l’s( ≥

βl’s* r(. r ∈ Z�q. .[+ sgdm

l
−
’s( ≤ 0

β
’β�0 * �1(l’s(. s 6; τj ’1-8-01(
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Vgdm s ; τj+ ax bnmchshnm ’hh(

l’τj( ; dR ’τ�j ’H * AR
j (N ’H * Aj(d’τ

�
j ( ≤ βl’τ�j ( ’1-8-02(

A˙rdc nm sgd Kdll˙+ bnmchshnm ’hh( ˙mc ’hhh( hm sgd Sgdnqdl+ vd g˙ud l’s( ,
λε1. s ∈ Zs+. τk(- Ax bnmchshnm ’hhh( vd g˙ud l’τ k( ≤ βl’τ�k ( , βλ0ε

1- Ax sgd
Kdll˙ ˙f˙hm fhudr l’s( , λ0ε. s ∈ Zτk. τk)0(- Ax qdod˙shmf sghr oqnbdrr+ }d’s(} ,
ε. s ≥ s+ gnkcr+ sgtr sgd sqhuh˙k rnktshnm ne rxrsdl ’1-8-3( hr rs˙akd- Lnqdnudq+ vd
mddc sn oqnud hs hr ˙krn fkna˙kkx ˙ssq˙bshud-

Kds σ / . ad fhudm- Kds d’s( ; d’s. s+.φ( ad ˙mx rnktshnm ne hmdpt˙khsx ’1-8-6(

rtbg sg˙s |φ| , σ- Kds ε / . ad rtfibhdmskx rl˙kk rn sg˙s λ0ε
1 , λ1µ1

β
- Sgdm vd

mddc sn rgnv sg˙s sgdqd dwhrsr ˙ S ; S ’ε( / . rtbg sg˙s }d’s(} , ε. s ≥ s+ * S -

¿krn cdffmd l’s( ; dRNd’s(. s ≥ s+ � q+ vd g˙ud l’s( ≤ λ1σ
1 , λ1µ1

β
. s ∈ Zs+� q. s+[+

vghbg ax ˙ookxhmf sgd Kdll˙ xhdkcr l’s( , λ1µ1

β
. s ≥ s+ ˙mc sgdqd dwhrsr ˙ c ;

c’σ( / . rtbg sg˙s l’s( , λ1µ1

β
� c. s ∈ Zs+. τk(-

Kds M ad sgd rl˙kkdrs hmsdfdq enq vghbg λ1µ1

β
, λ0ε

1 * Mc- Cdffmd S ; τ *

’q * τ(’M � 0(- Rhmbd l’s( ≤ λ1µ1

β
. s ∈ Zτk � γ. τk( ˙mc l’τk( ≤ βl’τ�k ( ≤ λ1σ

1+

hs enkknvr eqnl sgd Kdll˙ sg˙s l’s( ≤ λ1µ1

β
� c. s ∈ Zτk. τk)0(: sgtr vd g˙ud

l’s( ≤ λ1µ1

β
� c. s ∈ Zs+. τk)0(-

Rtoonrd l’s( ≤ λ1µ1

β
. s ∈ Zs+. sj(: sgdm l’τj( ≤ βl’τ 0j ( ≤ β’λ1µ1

β
� c( , λ1σ

1

˙mc l’s( ≤ λ1µ1

β
� c. s ∈ Zτj � γ. τj[: gdmbd ax sgd Kdll˙+ l’s( ≤ λ1µ1

β
� c. s ∈

Zτj. τj)0[ vghbg rgnvr sg˙s l’s( ≤ λ1µ1

β
� c. s ∈ Zs+. τj)0[- Sgdqdenqd ax hmctbshnm+

l’s( ≤ λ1µ1

β
. s ≥ s+-

Kds τj0 ; hmej{τj ∈ Zs+ * γ * H.∞({+ sgdm τj0 � q ≥ s++ l’s( ≤ λ1µ1

β
� c. s ∈

Zτj0 � q. τj0(+ ˙mc l’τj0( ≤ βl’τ�j0( ≤ β’λ1µ1

β
� c(- Sgdm ax sgd Kdll˙ vd g˙ud

l’s( , λ1µ1

β
� 1c. s ∈ Zsj0 .∞(-

Ax sgd cdffmhshnm ne τj0 + mnshbd sg˙s τj0 ≤ s+ * q * 1τ - Kds τj1 ; hmej{s+ *
1’q * τ(.∞({+ sgdm l’s( ≤ λ1µ1

β
� 1c. s ∈ Zτj1 � q. τj1( ˙mc l’τj1( ≤ βl’τ�j1( ≤

β’λ1µ1

β
� c(- Ax bnmshmthmf sghr oqnbdrr vhsg sgd Kdll˙+ vd nas˙hm l’s( ≤

λ1µ1

β
� Mc. s ∈ Zτj0 .∞(+ vgdqd τjM�0

≤ s+ * τ * ’q * τ(’M � 0(- Sghr rgnvr sg˙s

l’s( ≤ λ0ε
1. s ≥ s+ * S vghbg xhdkcr }d’s(} , ε. s ≥ s+ * S - Sgtr sgd sqhuh˙k

rnktshnm ne rxrsdl ’1-8-3( hr ˙krn fkna˙kkx ˙rxlosnshb˙kkx rs˙akd+ vghbg hmchb˙sdr
sgd fkna˙kkx rxmbgqnmhy˙shnm adsvddm rxrsdlr ’1-8-0( ˙mc ’1-8-1(-

2.



PdlWqj- Hm bnmchshnm ’h( ne sgd Sgdnqdl+ sgd bnmrs˙ms �0 / . ld˙rtqdr sgd cd,
fqdd ne hmrs˙ahkhsx ne sgd cdk˙x,eqdd rxrsdl ˙mc hr cdsdqlhmdc ax sgd dhfdmu˙ktdr ne
sgd l˙sqhw A* NC0+ vghkd �1 hr cdsdqlhmdc ax sgd l˙sqhbdr C1- Hm bnmchshnm ’hh(
ne sgd Sgdnqdl+ sgd bnmrs˙ms β ld˙rtqdr sgd ˙lokhstcd ne sgd bnmsqnk hlotkrdr+
sgd rl˙kkdq sgd β sgd k˙qfdq sgd ˙lokhstcd- ¿mc sgd bnmchshnm ’hhh( ne sgd Sgdnqdl
bg˙q˙bsdqhydr sgd qdk˙shnmrgho ˙lnmf sgd hmsdqu˙k kdmfsg ne bnmrdbtshud hlotkrdr
˙mc sgd nsgdq o˙q˙ldsdqr �e+β ˙mc sgd cdk˙x kdmfsg q- He sgd cdk˙x,eqdd rxrsdl hr
rs˙akd+ sgdm �0 b˙m ad ˙ mdf˙shud bnmrs˙ms: hm sg˙s b˙rd+ ˙ k˙qfdq hmsdqu˙k kdmfsg ne
bnmrdbtshud hlotkrdr hr ˙kknvdc-

Bnmrhcdq sgd enkknvhmf Bgt˙ bhqbths

ŵ0 ; Z0Zw1 � g’w0([

ŵ1 ; w0 � w1 * w2

ŵ2 ; �Z1w1
’1-8-03(

vgdqd g’w0( ; l0w0 *
0
1
’l+ �l0(’}w0 * Z2} � }w0 � Z2}(-

Vgdm Z0 ; 8+Z1 ; 03.175+Z2 ; 0+l+ ; �0
6
+l0 ;

0.4
6
+ vd nas˙hm sgd cntakd

rbqnkk ˙ssq˙bsnq- Bgt˙”r bhqbths b˙m ad qdvqhssdm hm sgd enql ne ŵ’s( ; Aw’s( *

Φ0’w’s(( vgdqd A ;

)


�Z0l0 Z0 .

0 �0 0
. �Z1 .



+

Φ0 ;

)


�0
1
’l+ �l0(’}w0 * Z2} � }w0 � Z2}(

.

.



-

Lnqdnudq+ vd bgnnrd Φ1 sgd r˙ld ˙r sg˙s cdffmdc ax ’1-8-2( vhsg EJ;H- Rds
sgd cdk˙x q;1+ ˙mc sgd hlotkrd l˙sqhbdr Aj ; ..4H enq ˙kk j;0+1+---- Sgdm sgd
hmdpt˙khsx ’1-8-4( ˙mc ˙kk bnmchshnmr ne sgd Sgdnqdl b˙m ad gnkc vhsg C0 ;)


Z0’l0 �l+( . .

. . .

. . .



+ C1 ; �EJ ;

)


�0 . .
. �0 .
. . �0



+

N ;

)


3.714 �0.1705 2.4864
�0.1705 8.3776 �0.150.
2.4864 �0.150. 1.7507





�0 ; 3.1+�1 ; ..8+β ; ..14 ˙mc τe)0 � τe ; τ ≤ ..0666-
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Ehftqd 1-049 Hlotkrhud rxmbgqnmhy˙shnm vhsg τ ; ..04

Ehftqd 1-059 Hlotkrhud rxmbgqnmhy˙shnm vhsg τ ; ..4
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Ehftqd 1-069 Hlotkrhud rxmbgqnmhy˙shnm vhsg τ ; ..6

Sgd ˙anud fq˙ogr hmchb˙sd sgd adg˙uhnq ne sgd dqqnq rxrsdlr vhsg hlotkrhud
hmsdqu˙k τ;.-04+.-4+.-6 qdrodbshudkx- Mnshbd ˙kk bnmchshnmr hm sgd Sgdnqdl ˙qd gnkc
vgdm τ ; ..04+ sgtr hsr dqqnq rxrsdl bnmudqfdr sn ydqn hm ˙ rgnqs odqhnc ne shld
˙r dwodbsdc ˙mc rxmbgqnmhy˙shnm hr qd˙khydc- Hmsdqdrshmfkx+ bnmchshnmr ’hh( ˙mc ’hhh(
e˙hk sn gnkc vgdm τ ; ..4 / ..066+ ats sgd bnqqdronmchmf dqqnq rxrsdl bnmudqfdr
sn ydqn ˙r vdkk: hs rtffdrsr sgd rxmbgqnmhy˙shnm bnmchshnmr hm sgd Sgdnqdl ˙qd
rtfibhdms ats mns mdbdrr˙qx- Lnqdnudq+ sgd rxmbgqnmhy˙shnm e˙hkr vgdm τ ; ..6-
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1-0. Nqnidbshud RxmbgqnmhyWshnm

Bg˙nr hm sgd dbnmnlx g˙c l˙cd ˙ sqdldmcntr hlo˙bs nm l˙qjds dbnmnlx+ sgdm
sgd Rxmbgqnmhy˙shnm ne sgd ffm˙mbh˙k rxrsdl hr nmd ne sgd qdk˙sdc hrrtdr+ rtbg ˙r sgd
rxmbgqnmntr cdudknoldms hm chΩdqdms bntmsqhdr- Lnqdnudq+ sgd dbnmnlhb rxrsdl hr
˙ ghfg,chldmrhnm˙k mnmkhmd˙q rxrsdl+ vgnrd bg˙nr hr lnrskx rtodq bg˙nr: sgdqdenqd+
vd bnmrsqtbs sgd oqnidbshud rxmbgqnmhy˙shnm ne sgd gxodqbg˙nshb ffm˙mbh˙k rxrsdlr+
vghbg g˙ud svn nq lnqd onrhshud Kx˙otmnu dwonmdmsr-

Bnmrhcdq sgd enkknvhmf ffm˙mbh˙k rxrsdl9





ŵ ; y * ’x � Z(w

x̂ ; 0� ax � w1

ŷ ; �w� by

’1-0.-0(

vgdqd w+x+y qdoqdrdms sgd hmsdqdrs q˙sd+hmudrsldms cdl˙mc+˙mc oqhbd hmcdw+ qdrodb,
shudkx- Sgd onrhshud o˙q˙ldsdq ˙+a+b ˙qd sgd r˙uhmf+sgd odq,hmudrsldms bnrs+˙mc
sgd dk˙rshbhsx ne cdl˙mcr ne bnlldqbh˙kr-

Etqsgdqlnqd+ a˙rdc nm sgd bg˙nshb ffm˙mbd ne rxrsdl ’1-0.-0(+ rhmbd sgd e˙bsnqr
˙Ωdbshmf sgd hmsdqdrs q˙sd w ˙krn qdk˙sdc sn sgd ˙udq˙fd oqnffs l˙qfhm ω: sgdqdenqd+
vd bnmrhcdq sgd hloqnudc rxrsdl vghbg oqdrdmsr gxodqbg˙nshb adg˙uhnq ˙r enkknvr9






ŵ ; y * ’x � Z(w* ω

x̂ ; 0� ax � w1

ŷ ; �w� by

ω̂ ; �cwx � jω

’1-0.-1(

vgdqd ˙+a+b+c+j ˙qd ˙kk onrhshud- Vd enbtr nm sgd oqnidbshud rxmbgqnmhy˙shnm vghbg
svn qdk˙shud bg˙nshb cxm˙lhb˙k rxrsdlr b˙m ad rxmbgqnmntr vhsg ˙ cdrhqdc rb˙khmf
e˙bsnq+ sgtr vd qdvqhsd sgd rxrsdl ’1-0.-1( ˙r9

)



ŵ
x̂
ŷ
ω̂



 ;

)



�Z . 0 0
. �a . .
�0 . �b .
. . . �j





)



w
x
y
ω



*

)



.
0
.
.



*

)



wx
�w1
.

�cwx



 ’1-0.-2(

Sgdm vd b˙m bnmrsqtbs sgd qdronmrd rxrsdl vhsg bnmsqnkkdq cdrhfmdc enq rxrsdl
’1-0.-2( ˙r enkknvr9

)



ŵr
x̂r
ŷr
ω̂r



 ;

)



�Z . 0 0
. �a . .
�0 . �b .
. . . �j





)



wr
xr
yr
ωr



* �Z

)



.
0
.
.



*

)



wx
�w1
.

�cwx



[ * t

’1-0.-3(
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vgdqd � hr ˙ rb˙khmf e˙bsnq ˙mc t hr sgd dwsdqm˙k hmots bnmsqnk udbsnq-
Cdmnsd w ; ’w. x. y.ω(R + x ; ’wr. xr. yr.ωr(

R +˙mc d ; ’d0. d1. d2. d3(
R - Sgdm

cdffmd d ; x � �w+ sgd dqqnq rxrsdl b˙m ad nas˙hmdc9

d̂ ; Ad* t ’1-0.-4(

vgdqd

A ;

)



�Z . 0 0
. �a . .
�0 . �b .
. . . �j



 ’1-0.-5(

Hm nqcdq sn cdsdqlhmd sgd o˙qshbtk˙q bnmsqnkkdq+ sgd enkknvhmf sgdnqdl hr hmsqn,
ctbdc9

Sgdnqdl 1-0.-0- He vd cdrhfm sgd bnmsqnkkdq t;Ad enq sgd dqqnq rxrsdl ’1-0.-4(+
sgd sgdx rxrsdl ’1-0.-4( hr WrxlosnshbWkkx rsWakd Ws sgd nqhfhm+ vgdqd

A ;

)



j0’
a00
j0
( j0’

�V0
j1
( j0’

0
j2
� 0

j0
� V1

j2
( j0’

�0
j0
� V2

j3
(

j1’
V0
j1
( j1’

a11
j1
( j1’

�V3
j2
( j1’

�V4
j3
(

j2’
V1
j2
( j2’

V3
j2
( j2’

a22
j2
( j2’

�V5
j3
(

j3’
V2
j3
( j3’

V4
j3
( j3’

V5
j3
( j3’

a33
j3
(



 ’1-0.-6(

vgdqd a00 � Z+a11 � Z+a22 � Z+a33 � Z:Ze ∈ Q’h ; 0. 1. 2. 3. 4. 5(+je ∈ Q)’h ;
0. 1. 2. 3(-

Hm nqcdq sn oqnud Sgdnqdl 0+ vd qdpthqd W JdllW6

IdllW 1-0.-1- Rtoonrd W cxmWlhb rxrsdl bW ad vqhssdm Wr6

)



ŵ0
x̂1
---
ŵm




;

)



j0Z00 j0Z01 · · · j0Z0m
j1Z10 j1Z11 · · · j1Z1m
---

---
---

---
jmZm0 jmZm1 · · · jmZmm





)



w0
w1
---
wm




’1-0.-7(

He sgd rxrsdl ’1-0.-7( rWshrffdr sgd enkknvhmf bnmchshnmr6
’0(∀Zei ∈ Q+
’1(Zei ; �Zie’h 6; i(+
’2(Zee ≤ .’mnsZkkZeeZqddptZksnydqn(+
’3(∀je / .
sgdm sgd rsWsdr ne rxrsdl ’1-0.-7( vhkk cdbqdWrd sn ydqn fqWctWkkx-
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Nqnne ne Sgdnqdl 0-0.-0-
Kds t ; Ad+ vgdqd A ; ’aei(3t3 hr ˙ 3w3 nqcdq bnmrs˙ms l˙sqhw sn ad cdsdq,

lhmdc: d ; ’d0. d1. d2. d3(
R - Vd b˙m qdvqhsd dqqnq rxrsdl ’1-0.-4( ˙r

d̂ ; ’A* A(d ’1-0.-8(

vgdqd

A ; ’Zei(3t3 ;

)



j0’
�V
j0
( . j0’

0
j0
( j0’

0
j0
(

. j1’
�a
j1
( . .

j2’
�0
j2
( . j2’

�b
j2
( .

. . . j3’
�j
j3
(



 ’1-0.-0.(

A˙rdc nm bnmchshnmr eqnl Kdll˙ 1+ cdrhfm l˙sqhw A sn r˙shrex bnmchshnmr ’1-0.-00(
˙mc ’1-0.-01( ˙r enkknvr9

�Z
j0

*
a00
j0

≤ ..
�a
j1

*
a11
j1

≤ ..
�b
j2

*
a22
j2

≤ ..
�j
j3

*
a33
j3

≤ .. ’1-0.-00(

a01
j0

;
�a10
j1

.

0

j0
*
a02
j0

; �’�0
j2

*
a20
j2
(.

0

j0
*
a03
j0

;
�a03
j3

.

a12
j1

;
�a21
j2

.

a13
j1

;
�a31
j3

.

a23
j2

;
�a32
j3

.

’1-0.-01(

Eqnl ’1-0.-00(+ vd b˙m rdd sg˙s a00 ≤ Z+a11 ≤ a+a22 ≤ b+˙mc a33 ≤ j- Lnqdnudq+ kds
sgd bndfibhdms l˙sqhw ne ’1-0.-01( ad G+ ˙mc kds hsr ˙tfldmsdc l˙sqhw ad Ǧ+ vd
b˙m fds q’G( ; q’Ǧ(+ ˙mc sgd mtladqr ne tmjmnvmr ˙qd fqd˙sdq sg˙m sgd mtladqr
ne ’1-0.-01(+ rn ’1-0.-01( g˙r hmffmhsdkx l˙mx rnktshnmr ˙r enkknvr9

η ; ’
�Z0j0
j1

. Z0.
j0
j2
� 0� Z1j0

j2
. Z1.�0�

Z2j0
j3

. Z2.

�Z3j1
j2

. Z3.
�Z4j1
j3

. Z4.
�Z5j2
j3

. Z5(

; ’a01. a10. a02. a20. a03. a30. a12. a21. a13. a31. a23. a32(

’1-0.-02(
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vgdqd Ze ∈ Q ’h;0+1+2+3+4+5(: je ∈ Q) ’h;0+1+2+3(-
Sgdqdenqd+ bnlahmd ’1-0.-00( +’1-0.-01( ˙mc ’1-0.-02( + vd b˙m nas˙hm sgd l˙sqhw

A eqnl Sgdnqdl 0-0.-09

A ;

)



j0’
a00
j0
( j0’

�V0
j1
( j0’

0
j2
� 0

j0
� V1

j2
( j0’

�0
j0
� V2

j3
(

j1’
V0
j1
( j1’

a11
j1
( j1’

�V3
j2
( j1’

�V4
j3
(

j2’
V1
j2
( j2’

V3
j2
( j2’

a22
j2
( j2’

�V5
j3
(

j3’
V2
j3
( j3’

V4
j3
( j3’

V5
j3
( j3’

a33
j3
(



 ’1-0.-03(

Sgdm vd b˙m vqhsd rxrsdl ’21( ˙r9

)



d̂0
d̂1
d̂2
d̂3



 ;

)



j0’
�V
j0
* a00

j0
( j0’

�V0
j1
( j0’

0
j2
� V1

j2
( j0’�V2

j3
(

j1’
V0
j1
( j1’

�a
j1
* a11

j1
( j1’

�V3
j2
( j1’

�V4
j3
(

j2’
�0
j2
* V1

j2
( j2’

V3
j2
( j2’

�b
j2
* a22

j2
( j2’

�V5
j3
(

j3’
V2
j3
( j3’

V4
j3
( j3’

V5
j3
( j3’

�j
j3
* a33

j3
(



 ∗

)



d0
d1
d2
d3





’1-0.-04(
¿bbnqchmf sn Kdll˙ 1+ sgd rxrsdl ’1-0.-4( ˙mc ’1-0.-04( ˙qd ˙rxlosnshb˙kkx rs˙akd
˙s sgd nqhfhm+ vghbg ld˙mr sgd oqnidbshud rxmbgqnmhy˙shnm ne rxrsdl ’1-0.-2( ˙mc
’1-0.-3( ˙bghdudc-

PdlWqj- Sgdqd ˙qd rdudq˙k o˙qshbtk˙q rbdm˙qhnr nbbtq ax rdsshmf rodbhffb u˙k,
tdr sn sgd u˙qh˙akdr9
’0( Rds aee ; .+h;0+1+2+3:Ze ; .+h;0+1+2+3+4+5:˙mc je ; 0+h;0+1+2+3: sgdm vd b˙m
bnmrsqtbs sgd rhlokdrs bnmsqnkkdq+ vgdqd sgd bnmsqnk l˙sqhw ˙r enkknvr9

A ;

)



. . j0’
0
j2
� 0

j0
( j0’

�0
j0
(

. . . .

. . . .

. . . .



 ’1-0.-05(

vgdqd je ∈ Q)+h;0+1+2+3
’1( Vgdm � ; 0+sgd rxrsdl ’1-0.-2( ˙mc ’1-0.-3( ˙qd ne bnlokdsd rxmbgqnmhy˙shnm:
vgdm � ; �0+ sgd rxrsdl ’1-0.-2( ˙mc ’1-0.-3( ˙qd ˙m˙drsgdshy˙shnm-
’2( Vgdm je ; 0 enq h;0+1+2+3+ sgdm sgd bndfibhdms l˙sqhw ne rxrsdl ’1-0.-04( hr
sgd ˙mshrxlldsqhb l˙sqhw hm Z1.[+ vghbg ld˙mr sgdx g˙ud sgd r˙ld bnmsqnk rbgdld-
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Hmrsd˙c ne rxmbgqnmhyhmf svn chrshmbs ffm˙mbh˙k rxrsdlr+ hm fdmdq˙k+ vd nesdm
dmbntmsdq svn chΩdqdms gxodqbg˙nshb ffm˙mbh˙k rxrsdlr ˙mc vd ˙ookx oqnidbshud
rxmbgqnmhy˙shnm nm sgdl- Gdqd+ vd bnmrhcdq ˙ mdv gxodqbg˙nshb ffm˙mbh˙k rxrsdl
vhsg ˙ rs˙sd eddca˙bj bnmsqnkkdq ωs9






ŵ ; �Z−
’ws * xs( * ωs

x̂ ; �xs � Z
−
wsys

ŷ ; a
−
* Z

−
wsxs

ω̂ ; �b−wsys � c
−
ωs

’1-0.-06(

vgdqd Z
−
˙mc a

−
˙qd o˙q˙ldsdqr ne sgd rxrsdl ’1-0.-06(+ b

−
; ..1 hr ˙ bnmrs˙ms+

˙mc c
−
hr ˙ bnmsqnk o˙q˙ldsdq- Vgdm Z

−
; 2+a

−
; 04+b

−
; ..1+˙mc c

−
..01+ rxrsdl

’1-0.-06( g˙r gxodqbg˙nshb adg˙uhnq-
Kds sgd rxrsdl ’1-0.-2( ad sgd cqhud rxrsdl ˙mc rxrsdl ’1-0.-06( ad sgd qd,

ronmrd rxrsdl+ vd nas˙hm eqnl rxrsdl ’1-0.-06(9

)



ŵs
x̂s
ŷs
ω̂s



 ;

)



�Z− �Z−
. 0

. �0 . .

. . . .

. . . �c−





)



ws
xs
ys
ωs





*

)



.
�Z−

wsys
Z

−
wsxs

�b−wsys



*

)



.

.
a
−

.



* t

’1-0.-07(

sgdm+ vd cdmnsd

A ;

)



�Z . 0 0
. �a . .
�0 . �b .
. . . �j



 .g0 ;

)



.
0
.
.





+

e’w( ;

)



wx
�w1
.

�cwx



 .w ;

)



w
x
y
ω





+

C ;

)



�Z− �Z−
. 0

. �0 . .

. . . .

. . . �c−



 .g1 ;

)



.

.
a
−

.
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+

f’x( ;

)



.
�Z−

wsys
Z

−
wsxs

�b−wsys



 .x ;

)



ws
xs
ys
ωs





-
Kds t ; ’A�C(x*�’g0* e’w(�g1* f’x(*Dd+ vgdqd D ; ’dei(3t3 hr ˙ 3w3

nqcdq bnmrs˙ms l˙sqhw sn ad cdsdqlhmdc+ ˙mc d ; ’d0. d1. d2. d3(
R - Rn sgd qdronmrd

rxrsdl ’30( adbnldr9

)



ŵs
x̂s
ŷs
ω̂s



 ;

)



�Z . 0 0
. �a . .
�0 . �b .
. . . �j





)



ws
xs
ys
ωs





*�Z

)



.
0
.
.



*

)



wx
�w1
.

�cwx



[ * Dd

’1-0.-08(

He vd bnmshmtd cdffmd sgd dqqnq rxrsdl ˙r d ; x � �w+ sgdm vd g˙ud9

)



d̂0
d̂1
d̂2
d̂3



 ;

)



�Z . 0 0
. �a . .
�0 . �b .
. . . �j





)



d0
d1
d2
d3



* D

)



d0
d1
d2
d3



 ’1-0.-1.(

Sgdnqdl 1-0.-2- Enq sgd dqqnq rxrsdl ’1-0.-1.(+ kds sgd bnmsqnkkdq ad

t ; ’A�C(x * �’g0 * e’w(� g1 * f’x( * Dd ’1-0.-10(

vgdqd

D ;

)



j0’
a00
j0
( j0’

�V0
j1
( j0’

0
j2
� 0

j0
� V1

j2
( j0’

�0
j0
� V2

j3
(

j1’
V0
j1
( j1’

a11
j1
( j1’

�V3
j2
( j1’

�V4
j3
(

j2’
V1
j2
( j2’

V3
j2
( j2’

a22
j2
( j2’

�V5
j3
(

j3’
V2
j3
( j3’

V4
j3
( j3’

V5
j3
( j3’

a33
j3
(



 ’1-0.-11(

d00 � Z+d11 � Z+d22 � Z+d33 � Z:Ze ∈ Q’h ; 0. 1. 2. 3. 4. 5(+je ∈ Q)’h ; 0. 1. 2. 3(-
Sgdm sgd rxrsdl ’1-0.-1.( hr WrxlosnshbWkkx rsWakd Ws sgd nqhfhm-
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Nqnne ne Sgdnqdl 0-0.-2- Sgd oqnne gdqd hr rhlhk˙q sn sgd oqduhntr oqnne+ rhmbd
t ; ’A�C(x*�’g0*e’w(�g1*f’x(*Dd+ ˙mc vd b˙m qdvqhsd sgd dqqnq rxrsdl
’1-0.-1.( ne sgd cqhudm rxrsdl ’1-0.-2( ˙mc qdronmrd rxrsdl ’1-0.-07( ˙r9

d̂ ; ’A* D(d ’1-0.-12(

Mnshbd sg˙s rxrsdl ’1-0.-12( g˙r sgd r˙ld rsqtbstqd ˙r sgd rxrsdl ’1-0.-8(+ ˙ookx
Kdll˙ 0-0.-1 ˙f˙hm+ vd vhkk g˙ud D;A: sgdqdenqd+ d̂ ; ’A * D(d ; ’A * A(d-
¿bbnqchmf sn Kdll˙ 0-0.-1+ sgd rxrsdl ’1-0.-12( sdmcr sn ydqn fq˙ct˙kkx: m˙ld,
kx+ sgd rxrsdl ’1-0.-1.( hr cqhudm sn sgd nqhfhm fq˙ct˙kkx- Sgdqdenqd+ sgd rxrsdl
’1-0.-2( ˙mc ’1-0.-07( ˙bghdud sgd oqnidbshud rxmbgqnmhy˙shnm-

Ehftqd 1-079 Shld dunktshnmr ne sgd rs˙sd u˙qh˙akdr ne hcdmshb˙k cqhud ˙mc qdronmrd
rxrsdlr(

Ehftqd 1-089 Shld dunktshnmr ne dqqnq rxrsdl

3.



Hm sgd ˙anud mtldqhb˙k rhltk˙shnm ne svn chrshmbs gxodqbg˙nshb ffm˙mbh˙k rxr,
sdlr+ vd nardqud sgd gxodqbg˙nshb adg˙uhnqr eqnl sgd og˙rd onqsq˙hsr ne rxrsdl
’1-0.-1(+ ˙mc sgd bnqqdronmchmf rs˙sd u˙qh˙akdr adsvddm cqhudm ˙mc qdronmrd rxr,
sdl ˙qd bnmudqfhmf sn d˙bg nsgdq ˙r shld hmbqd˙rhmf ’h-d- w�wr+x�xr+y�yr+ω�ωr(+
rhmbd sgd rdsshmf ne � ; ..4 oqnctbdr md˙qkx bnlokdsd rxmbgqnmhy˙shnm- Lnqdnudq+
sgd dqqnq rxrsdl bnmudqfdr sn ydqn ˙r shld hmbqd˙rhmf- Sgtr+ sgd rxrsdl ’1-0.-2(
˙mc ’1-0.-3( ˙bghdud sgd oqnidbshud rxmbgqnmhy˙shnm ˙r dwodbsdc-

Ehftqd 1-1.9 Shld dunktshnmr ne sgd rs˙sd u˙qh˙akdr ne mnmhcdmshb˙k cqhud ˙mc qd,
ronmrd rxrsdlr

Ehftqd 1-109 Shld dunktshnmr ne dqqnq rxrsdl
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Hm sgd ˙anud mtldqhb˙k rhltk˙shnm ne svn chΩdqdms gxodqbg˙nshb ffm˙mbh˙k rxr,
sdlr+ vd nardqud sgd gxodqbg˙nshb adg˙uhnqr eqnl sgd og˙rd onqsq˙hsr ne rxrsdl
’1-0.-06(+ ˙mc sgd bnqqdronmchmf rs˙sd u˙qh˙akdr adsvddm cqhudm ˙mc qdronmrd rxr,
sdl adg˙ud rxlldsqhb˙kkx sn d˙bg nsgdq ˙knmf ydqn ’h-d- w�ws+x�xs+y�ys+ω�ωs(+
rhmbd sgd rdsshmf ne � ; �0 oqnctbdr sgd ˙mshrxmbgqnmhy˙shnm adsvddm rxrsdl
’1-0.-2( ˙mc ’1-0.-08(- Lnqdnudq+ sgd dqqnq rxrsdl rshkk bnmudqfdr sn ydqn ˙r shld
hmbqd˙rhmf- Sgtr+ sgd rxrsdl ’1-0.-2( ˙mc ’1-0.-08( ˙bghdud sgd oqnidbshud rxmbgqn,
mhy˙shnm ˙r dwodbsdc-
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AgWosdq 2

Rxrsdl FdmdqWkhydc
RxmbgqnmhyWshnm Sdbgmhptdr

2-0 FdmdqWkhydc RxmbgqnmhyWshnm

Fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm ld˙mr sg˙s rs˙sdr ne sgd qdronmrd rxrsdl rxmbgqnmhyd
sg˙s ne sgd cqhud rxrsdl sgqntfg ˙ mnmkhmd˙q rlnnsg etmbshnm˙k l˙oohmf-Sgdqdenqd+
fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm g˙r lnqd ˙ookhb˙shnmr sg˙m bnlokdsd rxmbgqnmhy˙,
shnm-Rodbhffb˙kkx+ gdqd vd bnmrhcdq ˙ fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm ˙kfnqhsgl a˙rdc
nm mnmkhmd˙q bnmsqnk: ˙mc vd enbtr nm sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm ne svn ˙q,
ahsq˙qx bg˙nshb rxrsdlr vhsgnts sgd khlhs˙shnm ne chldmrhnm ˙mc sgd hmudqshakd ne
I˙bnah˙m l˙sqhw-

Bnmrhcdq sgd enkknvhmf fdmdq˙khydc rxrsdlr9

ŵ ; e’w( ’2-0-0(

x̂ ; f’x( * t’w. x( ’2-0-1(

vgdqd w ; ’w0. w1. .... wm(
R ˙mc x ; ’x0. x1. .... xl(

R ˙qd sgd rs˙sd udbsnqr+ ˙mc
e’w( 9 Qm → Qm+˙mc f’x( 9 Ql → Ql ˙qd svn bnmshmtntr udbsnq etmbshnmr- Sgd
˙anud rxrsdlr ˙qd b˙kkdc cqhud ˙mc qdronmrd rxrsdl vhsg bnmsqnk hmots t’w+x( qd,
rodbshudkx-

Cd�mhshnm 2-0-0- Rxrsdlr ’2-0-0( Wmc ’2-0-1( Wqd rWhc sn Wbghdud fdmdqWkhydc
rxmbgqnmhyWshnm ’FR(+ he sgdqd dwhrs W bnmsqnkkdq t’w+x( Wmc W fhudm lWo ϕ ;
’ϕ0.ϕ1. ....ϕm(

R 9 Ql → Qm rtbg sgWs sgd enkknvhmf dptWshnm6 khls≤→ |w�ϕ’x(| ;
. gnkcr enq Wmx hmhshWk bnmchshnmr w+ Wmc x+-
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Lnqdnudq+ vd cdffmd sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm dqqnq adsvddm sgd rxrsdlr
’2-0-0( ˙mc ’2-0-1( ˙r d ; w� ϕ’x(+ ˙mc sgd dqqnq rxrsdl hr fhudm ax9

d̂ ; ŵ� ϕ̂’x( ; ŵ�Cϕxx̂ ’2-0-2(

vgdqd Cϕ’x( hr sgd I˙bnah˙m l˙sqhw ne sgd l˙o ϕ’x(9

Cϕ’x( ;

)



>ϕ0’x(>x0 >ϕ0’x(>x1 · · · >ϕ0’x(>xl
>ϕ1’x(>x1 >ϕ1’x(>x1 · · · >ϕ1’x(>xl

---
---

---
---

>ϕm’x(>x0 >ϕm’x(>x1 · · · >ϕm’x(>xl




’2-0-3(

PdlWqj- Hs hr chfibtks sn cdsdqlhmd sgd rths˙akd bnmsqnkkdq t’w+x( sn ˙bghdud fdm,
dq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm rhmbd vd ˙qd tm˙akd sn dmrtqd sgd qdudqrhahkhsx ne Cϕ’x(-
Sgtr+ vd mddc sn bnmrsqtbs ˙ mdv qdronmrd rxrsdl vghbg bnms˙hmr sgd bnmsqnkkdq
t’w+x( sn rxmbgqnmhyd rxrsdl ’2-0-0(+ ˙mc ˙ mdv bnmsqnkkdq sn nas˙hm sgd fdmdq˙khydc
rxmbgqnmhy˙shnm-

0- Bnmrsqtbs ˙ mdv qdronmrd rxrsdl

0-0- m 6; l ’Enq sgd bnmudmhdmbd+ vd ˙rrtld m , l(

:rrtloshnm 2-0-0- Sgd dkdldmsr ne dWbg khmd ne Cϕ’x( Wqd mns Wkk ydqn-

PdlWqj- Rtoonrd sgdqd dwhrs ˙ h+ khmd vhsg ˙kk ydqn dkdldmsr hm Cϕ’x(+sgtr sgd
u˙ktd ne ϕ’x( nm sghr khmd vhkk fhud ˙ bnmrs˙ms+m˙ldkx ϕe) ; b+ vghbg b˙mmns dunkud
vhsg shld- Hm sghr b˙rd+ vd ˙qd tm˙akd sn oqnbddc sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm
adsvddm we ˙mc b- ¿krn+ ˙bbnqchmf sn l˙sqhw sgdnqx+ vd ˙qd ˙akd sn cdsdqlhmd ˙
hmudqshakd l˙sqhw P ˙mc ˙ k˙ccdq,sxod l˙sqhw L eqnl ˙ rdqhdr ne dkdldms˙qx bnktlm
sq˙mrenql˙shnm sn Cϕ’x(+ vghbg g˙r sgd enkknvhmf enql9

L ;

)



Z00 . · · · . . · · · .
Z10 Z11 · · · . . · · · .
---

---
---

---
---

---
---

Zm0 Zm1 · · · Zmm . · · · .




’2-0-4(

vgdqd Zei’0 ≤ h ≤ m( b˙m ad bnmrs˙ms nq etmbshnm+ ˙mc Zee’1 ≤ h ≤ m( b˙m ˙krn ad
ydqn+ sn r˙shrex sgd bnmchshnm9 Cϕ’x(P ;L -

¿r ˙ qdrtks+ rxrsdl ’2-0-2( b˙m ad qdvqhssdm ˙r9 d̂ ; ŵ�ϕ̂’x( ; ŵ�Cϕ’x(PP�0x̂+
˙mc he vd kds

x̂ ; Pŷ ’2-0-5(
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vgdqd y ; ’y0. y1. .... yl(
R hr ˙mc l,chldmrhnm˙k bnktlm udbsnq+ sgdm

d̂ ; ŵ�Lŷ ;

)



d̂0
d̂1
---
d̂m




;

)



ŵ0
ŵ1
---
ŵm




�

)



Z00 . · · · . . · · · .
Z10 Z11 · · · . . · · · .
---

---
---

---
---

---
---

Zm0 Zm1 · · · Zmm . · · · .





·

)



ŷ0
ŷ1
---
ŷm




;

)



ŵ0 � Z00ŷ0
ŵ1 � Z10ŷ0 � Z11ŷ1

---
ŵm � Zm0ŷ0 � Zm1ŷ1 � · · ·� Zmmŷm





’2-0-6(
˙mc kds

d̂ ; ŵ�Lŷ ;

)



ŵ0 � Z00ŷ0
ŵ1 � Z10ŷ0 � Z11ŷ1

---
ŵm � Zm0ŷ0 � Zm1ŷ1 � · · ·� Zmmŷm




;

)



�d0
�d1
---
�dm




’2-0-7(

A˙rdc nm sgd ¿rrtloshnm 0+ vd nas˙hm Z00 6; .+vghbg oqnctbdr sgd enkknvhmf
b˙rdr9

’˙( ¿kk Zee 6; .’1 ≤ h ≤ m( hm ’2-0-4(

Rhmbd+ sgd u˙ktd ne Z00 hr jmnvm+ sgdm vd b˙m ffftqd nts ŷ1 ax rtarshstshmf ŷ0+
qdod˙sdckx+ vd b˙m nas˙hm sgd u˙ktdr to sn ŷm sdql ax sdql ˙mc trd sgdrd u˙ktdr
hmsn ’2-0-5( sn enql sgd mdv qdronmrd rxrsdl ne ’2-0-1(- Gnvdudq+ ŷm)0 to sn ŷl
b˙mmns ad nas˙hmdc chqdbskx ax ’2-0-7(+ sgtr vd b˙m rds sgdhq u˙ktdr ˙r mddcdc-

’a( Dudqx dkdldms hm ˙kk bnktlmr ˙esdq Ze)e)’1 ≤ h ≤ m( hm ’2-0-4( hr ydqn+ vghbg g˙r
sgd enql9 )



Z00 . · · · . . · · · .
Z10 Z11 · · · . . · · · .
---

---
---

---
---

--- .
Ze)0 Ze)1 · · · Ze)e) . · · · .
Ze))0.0 Ze))0.1 · · · Ze))0.e) . · · · .
---

---
---

---
---

---
---

Zm0 Zm1 · · · Zme) . · · · .





’2-0-8(
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Ax trhmf sgd r˙ld oqnbdctqd hm ’˙(+ vd nas˙hm ˙kk ŷi’i , h+(- Enq ŷe) + vd rtl
to ˙kk ne sgd khmdr adsvddm h+ ˙mc m hm ’2-0-5(: ˙mc enq ŷj’h+ , j , m(+ vd b˙m rshkk
rds sgnrd u˙ktdr ˙r mddcdc-

Ehm˙kkx+ vd g˙ud sgd ffm˙k enql ne ’2-0-4( ˙r enkknvr9

)



Z00 . · · · . . · · · · · · . · · · .
Z10 Z11 · · · . . · · · · · · . · · · .
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
Ze)0 Ze)1 · · · Ze)e) . · · · · · · . · · · .
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
Ze))0.0 Ze))0.1 · · · Ze))0.e) . · · · · · · . · · · .
Ze))1.0 Ze))1.1 · · · Ze))1.e) Ze))1.e))0 . · · · . · · · .
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
Zm0 Zm1 · · · Zme) Zm.e))0 · · · Zm.e))s . · · · .





’2-0-0.(

vgdqd s , m� h++ sgdm vd b˙m trd ldsgnc hm ’˙( ˙mc ’a( sn bnlokdsd ˙kk ŷe-

0-1 m;l
Vgdm m;l+ sgd I˙bnah˙m l˙sqhw Cϕx vhkk ad dhsgdq ˙ qdudqrhakd nq hqqdudqrhakd

rpt˙qd l˙sqhw- He Cϕ’x( hr qdudqrhakd+ vd b˙m enkknv sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙,
shnm ldsgnc hm ’˙( hm 1-0-0: he Cϕ’x( hr hqqdudqrhakd+ fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm
ldsgnc hm ’a( ˙mc ffm˙k enql hm 1-0-0 b˙m ad qdedqqdc-

1 Qd˙khy˙shnm ne fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm

A˙rdc nm ˙kk sgd bnmsdmsr ˙anud+ vd qd˙khyd sg˙s fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm
adsvddm svn rxrsdlr b˙m ad sq˙mrenqldc hm sn sgd ˙rxlosnshb˙k rs˙ahkhsx ˙m˙kxrhr
ne ydqn rnktshnm ne dqqnq rxrsdl+ sgdm ˙ sgdnqdl hr hmsqnctbdc9

Sgdnqdl 2-0-0- Jds bnmsqnkkdq t’w. x( ; Pŷ � f’x(+ Wmc bnmchshnm ’2-0-7( hr
rWshrffdc: sgdm sgd fdmdqWkhydc rxmbgqnmhyWshnm adsvddm lWrsdq rxrsdlr ’2-0-0( Wmc
rkWud rxrsdl ’2-0-1( hr Wbghdudc-

Nqnne- Bnmrsqtbs ˙ Kx˙otmnu etmbshnm U ; 0
1
’d10 * ...* d1m( ≥ .+ sgtr U;. he ˙mc

nmkx he d0 ; d1 ; ... ; dm- ¿krn sgd cdqhu˙shud ne U vhkk ad û ; d0d̂0 * ... * dmd̂m ;
�d10� ...�d1m , .- Sgdqdenqd+ eqnl sgd Kx˙otmnu etmbshnm sgdnqx+ sgd dqqnq rxrsdl
hr ˙rxlosnshb˙kkx rs˙akd ˙s sgd nqhfhm+ vghbg ld˙mr sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm
adsvddm ’2-0-0( ˙mc ’2-0-1( hr ˙bghdudc-
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Vd trd sgd Gxodqbg˙nshb Bgdm rxrsdl+ Knqdmy rxrsdl ˙mc Kt rxrsdl ˙r rodbhffb
dw˙lokdr sn udqhex sgd dΩdbshudmdrr ne sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm: ˙mc sgdx
˙qd cdffmdc ˙r enkknvhmf qdrodbshudkx9

ŵ0 ; Z’w1 � w0( * w3

ŵ1 ; cw0 � w0w2 * bw1

ŵ2 ; w0w1 � aw2

ŵ3 ; w1w2 * qw3

’2-0-00(

vgdqd Z ; 24. a ; 2. b ; 01. c ; 6. q ; ..4+ rxrsdl hr bg˙nshb-

ŵ0 ; Z0’w1 � w0(

ŵ1 ; b0w0 � w1 � w0w2

ŵ2 ; w0w1 � a0w2

’2-0-01(

vgdqd Z0 ; 0.. a0 ; 17. b0 ;
7
2
+ rxrsdl hr bg˙nshb-

ŵ0 ; Z1’w1 � w0(

ŵ1 ; �w0w2 * b1w1

ŵ2 ; w0w1 � a1w2

’2-0-02(

vgdqd Z1. a1Zmcb1 ˙qd ˙kk onrhshud: he Z1 ; 25. a1 ; 1.. b1 ; 2+ sgdm rxrsdl hr bg˙ns,
hb-

DwWlokd 0- Bnmrhcdq sgd Gxodqbg˙nshb Bgdm rxrsdl ˙r cqhud rxrsdl ˙mc Knqdmy
rxrsdl ˙r qdronmrd rxrsdl+ cdffmd ϕ’x( ; ’x0* x2. x0* x1. x

1
1. x0� x1*1x2(

R + sgdm
vd nas˙hm

Cϕ’x( ;

)



0 . 0
0 0 .
. 1x1 .
0 �0 1





Mdws vd ˙ookx ˙ rdqhdr ne bnktlm sq˙mrenql˙shnmr sn Cϕ’x( vghbg enqlr l˙sqhw
P sn nas˙hm9

L ; Cϕ’x(P ;

)



0 . 0
0 0 .
. 1x1 .
0 �0 1



 ∗

)


. �0 .
. . 0
0 0 0



 ;

)



0 . .
. �0 .
. . 1x1
1 0 .



 ’2-0-03(

Sgdm vd g˙ud9

x̂ ; Pŷ ;

)


. �0 .
. . 0
0 0 0



 ŷ ;

)


�ŷ1
ŷ2

ŷ0 * ŷ1 * ŷ2



 ’2-0-04(
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˙mc ˙krn vd nas˙hm sgd dqqnq rxrsdl9

d̂ ; ŵ�Lŷ ;

)



ŵ0
ŵ1
ŵ2
ŵ3



�

)



ŷ0
�ŷ1
1x1ŷ2
1ŷ0 * ŷ1



 ;

)



�d0
�d1
�d2
�d3



 ’2-0-05(

Ehm˙kkx+ a˙rdc nm dpt˙shnm sgd ldsgnc hm b˙rd ’˙(+ vd nas˙hm9
ŷ0 ; ŵ0 * d0
ŷ1 ;

0
1
’ŵ3 � 1ŵ0 � ŵ1 � 1d0 * d3 � d1(

ŷ2 ;
0
1x1
’ŵ2 * d2(

sgdqdenqd+ vd b˙m cdsdqlhmd sgd bnmsqnkkdq t enq sghr dw˙lokd9

t’w. x( ; Pŷ � f’x( ;

)


�0
1
’ŵ3 � 1ŵ0 � ŵ1 � 1d0 * d3 � d1(

0
1x1
’ŵ2 * d2(

0
1
’ŵ3 � ŵ1 * d3 � d1( *

0
1x1
’ŵ2 * d2(





�

)


Z0’x1 � x0(

b0x0 � x1 � x0x2
x0x1 � a0x2





;

)


�0
1
’ŵ3 � 1ŵ0 � ŵ1 � 1d0 * d3 � d1(� Z0’x1 � x0(

0
1x1
’ŵ2 * d2(� b0x0 * x1 * x0x2

0
1
’ŵ3 � ŵ1 * d3 � d1( *

0
1x1
’ŵ2 * d2(� x0x1 * a0x2





DwWlokd 1- Noonrhsdkx+bnmrhcdq sgd Knqdmy rxrsdl ˙r cqhud rxrsdl ˙mc Gxodq,
bg˙nshb Bgdm rxrsdl ˙r qdronmrd rxrsdl+ cdffmd ϕ’x( ; ’x0* x2* x3. x1* x2. 1x1*
1x2 * x3(

R + sgdm vd g˙ud

Cϕ’x( ;

)


0 . 0 0
. 0 0 .
. 1 1 0





Mdws vd ˙ookx ˙ rdqhdr ne bnktlm sq˙mrenql˙shnmr sn Cϕ’x( vghbg enqlr l˙sqhw
P sn nas˙hm9

L ; Cϕ’x(P ;

)


0 . 0 0
. 0 0 .
. 1 1 0





)



0 . �0 �0
. 0 . �0
. . . 0
. �1 0 .



 ;

)


0 . . .
. 0 . .
. . 0 .





Sghr shld+ vd enkknv sgd ldsgnc ne b˙rd ’a( ˙mc rtarshstsd L ˙mc P hmsn
t’w. x( ; Pŷ � f’x(+ vd b˙m nas˙hm9
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ŷ0 ; ŵ0 * d0
ŷ1 ; ŵ1 * d1
ŷ2 ; ŵ2 * d2
ŷ3 ; �d2
˙mc sgd bnmsqnkkdq t’w+x( vhkk ad9

t’w. x( ;

)



ŵ0 * d0 � ŵ2 � d2 * d2 � Zx1 * Zx0 � x3
ŵ1 * d1 * d2 � cx0 * x0x2 � bx1

�d2 � x0x1 * ax2
�1ŵ1 � 1d1 * ŵ2 * d2 � x1x2 � qx3





DwWlokd 2- Bnmrhcdq sgd Knqdmy rxrsdl ˙r cqhud ˙mc Kt rxrsdl ˙r qdronmrd
rxrsdl+ vgdqd Cϕ’x( hr hqqdudqrhakd: cdffmd ϕ’x( ; ’x0* x2. x1. x0* x1* x2(

R + sgdm

Cϕ’x( ;

)


0 . 0
. 0 .
0 0 0





vgdqd hsr q˙mj hr 1+ sgtr hqqdudqrhakd-
¿esdq b˙qqxhmf nts ˙ rdqhdr ne bnktlm sq˙mrenql˙shnm sn Cϕ’x( vghbg enqlr

l˙sqhw P sn nas˙hm

L ; Cϕ’x(P ;

)


0 . 0
. 0 .
0 0 .





)


0 . �0
. 0 .
. . 0



 ;

)


0 . .
. 0 .
0 0 .





¿krn+ vd g˙ud

x̂ ; Pŷ ;

)


0 . �0
. 0 .
. . 0



 ŷ ;

)


ŷ0 � ŷ2
ŷ1
ŷ2





˙mc ˙krn vd nas˙hm sgd dqqnq rxrsdl9

d̂ ; ŵ�Lŷ ;

)


ŵ0
ŵ1
ŵ2



�

)


ŷ0
ŷ1

ŷ0 * ŷ1



 ;

)


�d0
�d1
�d2





Hm sghr hqqdudqrhakd dw˙lokd+ vd ˙ookx sgd ldsgnc ne b˙rd ’a( ˙f˙hm ˙mc rta,
rshstsd L ˙mc P hmsn t’w. x( ; Pŷ � f’x(+ vd b˙m nas˙hm9
ŷ0 ; ŵ0 * d0
ŷ1 ;

0
1
’ŵ1 * ŵ2 � ŵ0 * d1 * d2 � d0(

38



ŷ2 ; ŵ2 * d0
˙mc sgd bnmsqnkkdq t’w+x( vhkk ad9

t’w. x( ;

)


ŵ0 * d0 � ŵ2 � d0 � Z1x1 * Z1x0

0
1
’ŵ1 * ŵ2 � ŵ0 * d1 * d2 � d0(� b1x1 * x0x2

ŵ2 * d0 * a1x1 * x0x1





DwWlokd 3- Hm sghr k˙rs dw˙lokd+ vd bnmrhcdq sgd Knqdmy rxrsdl ˙r sgd cqhud
rxrsdl ˙mc Kt rxrsdl ˙r qdronmrd rxrsdl+ ats Cϕ’x( hr qdudqrhakd: cdffmd sgd
etmbshnm˙k l˙o hr Cϕ’x( ; ’x0. x0 * x1. x0 * x1 * x2(

R + vd g˙ud9

Cϕ’x( ;

)


0 . .
0 0 .
0 0 0





vgdqd hsr q˙mj hr 2+ sgtr qdudqrhakd- Sgdm vd ˙ookx r˙ld rsdor ˙r oqduhntr dw˙lokdr+
vd ˙qd ˙akd sn fds sgd l˙sqhw P+ l˙sqhw L+ rxrsdl x̂+ dqqnq rxrsdl+ bnktlm udbsnq
ŷ ’˙ookx sgd ldsgnc hm b˙rd ’˙((+ ˙mc ffm˙kkx sgd bnmsqnkkdq t qdrodbshudkx9

P ;

)


0 . .
�0 0 .
. �0 0





L ; Cϕ’x(P ;

)


0 . .
. 0 .
. . 0





x̂ ; Pŷ ;

)


ŷ0

�ŷ0 * ŷ1
�ŷ1 * ŷ2





d̂ ; ŵ�Lŷ ;

)


ŵ0
ŵ1
ŵ2



�

)


ŷ0
ŷ1
ŷ2



 ;

)


�d0
�d1
�d2





ŷ ;

)


ŷ0
ŷ1
ŷ2



 ;

)


ŵ0 * d0
ŵ1 * d1
ŵ2 * d2





˙mc ffm˙kkx+

t’w. x( ;

)


ŵ0 * d0 � ŵ2 � d2 � Z1x1 * Z1x0

ŵ1 * d1 � b1x1 * x0x2
ŵ2 * d2 * a1x1 � x0x1





4.



Ehftqd 2-09 Dqqnq rxrsdl ne Gxodqbg˙nshb Bgdm ˙mc Knqdmy rxrsdl

Ehftqd 2-19 Dqqnq rxrsdl ne Knqdmy ˙mc Gxodqbg˙nshb Bgdm rxrsdl
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Ehftqd 2-29 Dqqnq rxrsdl ne Knqdmy ˙mc Kt rxrsdl vhsg Cϕ’x( hqqdudqrhakd

Ehftqd 2-39 Dqqnq rxrsdl ne Knqdmy ˙mc Kt rxrsdl vhsg Cϕ’x( qdudqrhakd

A˙rdc nm sgd fq˙ogr ˙anud+ sgd dqqnq rxrsdlr ne ˙kk entq dw˙lokdr bnmudqfd sn
ydqn: sgtr sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm b˙m ad ˙bghdudc-
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2-1 FdmdqWkhydc RxmbgqnmhyWshnm hm chrbqdsd shld

0- AkWrrhbWk oqnakdl ne FR hm chrbqdsd shld

Ehqrs+ vd bnmrsqtbs sgd enkknvhmf bg˙nshb cqhud rxrsdl9

V’j * 0( ; e0’V’j(( ’2-1-0(

vgdqd V’j( ; ’w0’j(. .... wm’j((
R ∈ Qm hr sgd rs˙sd udbsnq ˙mc e0 9 Q

l → Qm

bnms˙hmr sgd khmd˙q ˙mc sgd mnmkhmd˙q o˙qsr ne sghr cqhud rxrsdl-
Rdbnmc+ vd bnmrsqtbs sgd enkknvhmf bg˙nshb qdronmrd rxrsdl vhsg bnmsqnkkdq T9

X ’j * 0( ; AX ’j( * f0’X ’j(( * T ’2-1-1(

vgdqd X ’j( ; ’x0’j(. .... xl’j((
R ∈ Ql+ A hr ˙m l·l l˙sqhw vghbg qdoqdrdmsr sgd

khmd˙q o˙qs ne sgd rxrsdl cxm˙lhbr+ f0 9 Q
l → Ql hr sgd mnmkhmd˙q o˙qs ne sgd qd,

ronmrd rxrsdl+ ˙mc T ; ’te(0∗e∗l ∈ Ql hr sgd udbsnq bnmsqnkkdq sn ad cdsdqlhmdc-

Hm nqcdq sn tmcdqrs˙mc ˙mc ˙bghdud sgd bk˙rrhb˙k fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm
adsvddm rxrsdl ’2-1-0( ˙mc ’2-1-1(+ vd hmsqnctbd sgd enkknvhmf cdffmhshnm ˙mc sgd,
nqdl9

Cd�mhshnm 2-1-0- Sgd cqhud rxrsdl Wmc sgd qdronmrd rxrsdl ’2-1-1( Wqd rWhc sn ad
fdmdqWkhydc rxmbgqnmhydc vhsg qdrodbs sn sgd udbsnq lWo φ he sgdqd dwhrsr W bnmsqnkkdq
T ; ’te(0∗e∗l ∈ Ql Wmc W fhudm lWo φ 9 Qm → Ql rtbg sgWs sgd rxmbgqnmhyWshnm
dqqnq6

d’j( ; X ’j(� φ’V’j(( ’2-1-2(

rWshrffdr sgWs khlj≤)→|d’j(| ; .-

A˙rdc nm sghr cdffmhshnm+ vd mddc sn cdrhfm sgd bnmsqnkkdq T rtbg sg˙s sgd
rnktshnmr ne sgd dqqnq rxrsdl ’2-1-2( fn sn ydqn ˙r j fndr sn hmffmhsx- Rhmbd sgd dqqnq
cxm˙lhbr adsvddm ’2-1-0( ˙mc ’2-1-1( b˙m ad cdqhudc ˙r9

d’j * 0( ; AX ’j( * f0’X ’j((� φ’e0’V’j((( * T ’2-1-3(

sgdm vd b˙m bgnnrd T sn ad9

T ; �K0X ’j(� f0’X ’j(( * φ’e0’V’j((( * ’K0 � A(φ’V’j(( ’2-1-4(

vgdqd K0 ∈ Ql−l hr ˙m tmcdsdqlhmdc bnmsqnk l˙sqhw- He vd rtarshstsd bnmsqnkkdq
’2-1-4( hmsn dqqnq rxrsdl ’2-1-3(+ vd nas˙hm9

d’j * 0( ; ’A � K0(d’j( ’2-1-5(
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Sgdnqdl 2-1-0- He vd rdkdbs sgd bnmsqnk lWsqhw K0 rtbg sgWs N0 ; H � ’A �
K0(

R ’A � K0( hr W onrhshud cdffmhsd lWsqhw+ sgdm rxrsdl ’2-1-0( Wmc ’2-1-1( Wqd
fknaWkkx fdmdqWkhydc rxmbgqnmhydc vhsg qdrodbs sn φ+ tmcdq sgd bnmsqnkkdq ’2-1-4(-

Nqnne- Bgnnrd sgd Kx˙otmnu b˙mchc˙sd ˙r enkknvr9

U ’d’j(( ; dR ’j(d’j( ’2-1-6(

sgdm vd g˙ud sgd cdqhu˙shud ne sgd Kx˙otmnu b˙mchc˙sd9

∆U ’d’j(( ; dR ’j * 0(d’j * 0(� dR ’j(d’j(

; dR ’j(’A � K0(
R ’A � K0(d’j(� dR ’j(d’j(

; dR ’j(Z’A � K0(
R ’A � K0(� H[d’j(

; �dR ’j(N0d’j( , .

’2-1-7(

Sgdqdenqd+ rhmbd sgd cdqhu˙shud ne sgd Kx˙otmnu b˙mchc˙sd hr ˙kv˙xr kdrr sg˙m ydqn:
ax Kx˙otmnu rs˙ahkhsx sgdnqx+ vd b˙m nas˙hm9

khl
j≤→

de’j( ; .. ’h ; 0. 1. ....l( ’2-1-8(

vghbg ld˙mr rxrsdl ’2-1-0( ˙mc ’2-1-1( ˙qd fkna˙kkx fdmdq˙khydc rxmbgqnmhydc ˙mc
sgd dqqnq rxrsdl ’2-1-5( hr fkna˙kkx ˙rxlosnshb˙kkx rs˙akd-

1- Hmudqrd oqnakdl ne FR hm chrbqdsd shld

Bnmrhcdq ˙mnsgdq sxod cqhud ˙mc qdronmrd bg˙nshb rxrsdl9

V’j * 0( ; AV’j( * e1’V’j(( ’2-1-0.(

X ’j * 0( ; f1’X ’j(( * T ’2-1-00(

vgdqd V’j( ; ’w0’j(. .... wm’j((
R ∈ Qm ˙mc X ’j( ; ’x0’j(. .... xl’j((

R ∈ Ql ˙qd
sgd rs˙sd udbsnqr ne cqhud ˙mc qdronmrd rxrsdl qdrodbshudkx: A ∈ Qm−m+e1 9 Q

m →
Qm hr sgd mnmkhmd˙q o˙qs ne sgd cqhud rxrsdl ’2-1-0.( ˙mc f1 9 Q

l → Ql bnms˙hmr
sgd khmd˙q ˙mc mnmkhmd˙q o˙qs ne qdronmrd rxrsdl ’2-1-00(: T ; ’te(0∗e∗l ∈ Ql hr
sgd udbsnq bnmsqnkkdq sn ad cdsdqlhmdc-

Rhlhk˙qkx+ hm nqcdq sn tmcdqrs˙mc ˙mc ˙bghdud sgd hmudqrd fdmdq˙khydc rxmbgqn,
mhy˙shnm adsvddm rxrsdl ’2-1-0.( ˙mc ’2-1-00(+ vd hmsqnctbd ˙mnsgdq khjdkx cdffmh,
shnm ˙mc sgdnqdl9
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Cd�mhshnm 2-1-1- Sgd cqhud rxrsdl ’2-1-0.( Wmc sgd qdronmrd rxrsdl ’2-1-00( Wqd
rWhc sn ad hmudqrd fdmdqWkhydc rxmbgqnmhydc vhsg qdrodbs sn sgd udbsnq lWo φ he sgdqd
dwhrsr W bnmsqnkkdq T ; ’te(0∗e∗l ∈ Ql Wmc W fhudm lWo ϕ 9 Ql → Qm rtbg sgWs
sgd rxmbgqnmhyWshnm dqqnq6

d’j( ; V’j(� ϕ’X ’j(( ’2-1-01(

rWshrffdr sgWs khlj≤→|d’j(| ; .-

¿bbnqchmf sn sgd cdffmhshnm+ vd mddc sn cdrhfm sgd bnmsqnkkdq T rtbg sg˙s sgd
rnktshnmr ne sgd dqqnq rxrsdl ’2-1-01( fn sn ydqn ˙r j fndr sn hmffmhsx- Rhmbd sgd
dqqnq cxm˙lhbr adsvddm ’2-1-0.( ˙mc ’2-1-00( b˙m ad cdqhudc ˙r9

d’j * 0( ; AV’j( * e1’V’j((� ϕ’f1’X ’j(( * T( ’2-1-02(

Sgdm+ hm nqcdq sn ˙bghdud hmudqrd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm+ vd bgnnrd T ˙r
enkknvr9

T ; �f1’X ’j(( * ϕ�0Ze1’V’j(( * K1V’j( * ’A� K1(ψ’X ’j(([ ’2-1-03(

vgdqd ϕ�0 9 Qm → Ql hr sgd hmudqrd ne sgd l˙o ϕ ˙mc K1 ∈ Qm−m hr ˙m tmcdsdq,
lhmdc bnmsqnk l˙sqhw- He vd rtarshstsd bnmsqnkkdq T hm ’2-1-03( hmsn dqqnq rxrsdl
’2-1-02(+ vd nas˙hm9

d’j * 0( ; ’A� K1(d’j( ’2-1-04(

Sgdnqdl 2-1-1- He vd rdkdbs sgd bnmsqnk lWsqhw K1 rtbg sgWs N1 ; H � ’A �
K1(

R ’A� K1( hr W onrhshud cdffmhsd lWsqhw+ sgdm sgd cqhud rxrsdl ’2-1-0.( Wmc sgd
qdronmrd rxrsdl ’2-1-00( Wqd fknaWkkx hmudqrd fdmdqWkhydc rxmbgqnmhydc vhsg qdrodbs
sn ϕ+ tmcdq sgd bnmsqnkkdq kWv ’2-1-03(-

Nqnne- Rhlhk˙qkx+ vd bgnnrd sgd Kx˙otmnu b˙mchc˙sd sn ad9

U ’d’j(( ; dR ’j(d’j( ’2-1-05(

sgdm vd b˙kbtk˙sd sgd cdqhu˙shud ne sgd Kx˙otmnu b˙mchc˙sd9

∆U ’d’j(( ; dR ’j * 0(d’j * 0(� dR ’j(d’j(

; dR ’j(’A� K1(
R ’A� K1(d’j(� dR ’j(d’j(

; dR ’j(Z’A� K1(
R ’A� K1(� H[d’j(

; �dR ’j(N1d’j( , .

’2-1-06(

Sgdqdenqd+ a˙rdc nm sgd Kx˙otmnu rs˙ahkhsx sgdnqx+ vd g˙ud

khl
j≤→

de’j( ; .. ’h ; 0. 1. .... m( ’2-1-07(
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sgd ydqn rnktshnm ne dqqnq rxrsdl ’2-1-04( hr fkna˙kkx ˙rxlosnshb˙kkx rs˙akd ˙r vdkk
˙r rxrsdl ’2-1-0.( ˙mc ’2-1-00( ˙bghdud hmudqrd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm fkna˙k,
kx-

Hm nqcdq sn bgdbj sgd dΩdbshudmdrr ne sgdnqdshb˙k fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm
vhsg chrbqdsd shld+ vd chrbtrr sgd enkknvhmf svn mtldqhb˙k dw˙lokdr9

DwWlokd 09 AkWrrhbWk FR 2C Gdmnm)khjd rxrsdl Wmc Inqdmy rxrsdl

Hm sghr dw˙lokd+ vd bnmrsqtbs sgd gxodqbg˙nshb 2C Gdmnl,khjd l˙o ˙r sgd cqhud
rxrsdl ˙mc sgd bnmsqnkkdc Knqdmy chrbqdsd shld rxrsdl ˙r sgd qdronmrd rxrsdl
qdrodbshudkx ˙r enkknvr9

w0’j * 0( ; 0 * w2’j(� �w11’j(

w1’j * 0( ; 0 * βw1’j(� �w10’j(

w2’j * 0( ; βw0’j(

’2-1-08(

vgdqd vd bgnnrd ’�. β( ; ’0.3. ..1( sn nas˙hm sgd bg˙nshb ˙ssq˙bsnq-

x0’j * 0( ; ’0 * Za(x0’j(� ax0’j(x1’j( * t0

x1’j * 0( ; ’0� a(x1’j( * ax10’j( * t1
’2-1-1.(

vgdqd vd bgnnrd ’Z. a( ; ’0.14. ..64( sn nas˙hm sgd bg˙nshb ˙ssq˙bsnq-
Sgdm vd cdffmd φ 9 Q2 → Q1 ˙r9

φ’w0’j(. w1’j(. w2’j(( ; ’w0’j( * w2’j(. w1’j( * w2’j(( ’2-1-10(

˙mc sgd bnmsqnk l˙sqhw K0 ˙r9

K0 ;

�
0.3 * Za .
0� a ..71

(
’2-1-11(

Lnqdnudq+ a˙rdc nm sgd rsqtbstqd ne rxrsdl ’2-1-1.(+ vd b˙m nas˙hm

A ;

�
0 * Za .
0� a .

(
’2-1-12(

˙mc

f0’X ’j(( ;

�
�ax0x1
ax10

(
’2-1-13(

Ehm˙kkx+ a˙rdc nm sgdnqdl 0+ rxrsdl ’2-1-08( ˙mc ’2-1-1.( ˙qd sgdnbq˙shb˙kkx
fdmdq˙khydc rxmbgqnmhydc-
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Ehftqd 2-49 Og˙rd onqsq˙hsr ne gxodqbg˙nshb 2C Gdmnl,khjd l˙o

Ehftqd 2-59 Dqqnq rxrsdl ne sgd gxodqbg˙nshb 2C Gdmnl,khjd l˙o ˙mc sgd bnm,
sqnkkdc Knqdmy chrbqdsd shld rxrsdl

Sgd dqqnq rxrsdl bnmudqfdr sn ydqn ˙r shld hmbqd˙rhmf a˙rdc nm fq˙og ˙r vdkk+
vghbg udqhex sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm adsvddm rxrsdl ’2-1-08( ˙mc ’2-1-1.(
mtldqhb˙kkx-
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DwWlokd 1- Hmudqrd FR adsvddm sgd 2C fdmdqWkhydc Gdmnm rxrsdl Wmc
sgd Enkc rxrsdl

Hm sghr dw˙lokd+ vd bnmrsqtbs sgd gxodqbg˙nshb 2C Gdmnl,khjd l˙o ˙r sgd
cqhud rxrsdl ˙mc sgd bnmsqnkkdc Enkc chrbqdsd shld rxrsdl ˙r sgd qdronmrd rxrsdl
qdrodbshudkx ˙r enkknvr9

w0’j * 0( ; �βw1’j(
w1’j * 0( ; 0 * w2’j(� �w11’j(

w2’j * 0( ; βwr’j( * w0’j(

’2-1-14(

vgdqd vd bgnnrd ’�. β( ; ’0..6. ..2( sn nas˙hm sgd bg˙nshb ˙ssq˙bsnq-

x0’j * 0( ; x1’j( * Zx0’j( * t0

x1’j * 0( ; a* x10’j( * t1
’2-1-15(

vgdqd vd bgnnrd ’Z. a( ; ’�..0.�0.6( sn nas˙hm sgd bg˙nshb ˙ssq˙bsnq-
Sgdm vd cdffmd φ 9 Q1 → Q2 ˙r9

φ’x0’j(. x1( ; ’x0’j(. x1’j(. 1x0’j(( ’2-1-16(

˙mc sgd bnmsqnk l˙sqhw K1 ˙r9

K1 ;

)


..0 �β .
. . 0
0 β ..14



 ’2-1-17(

Lnqdnudq+ a˙rdc nm sgd rsqtbstqd ne rxrsdl ’2-1-14(+ vd b˙m nas˙hm

A ;

)


. �β .
. . 0
0 β .



 ’2-1-18(

˙mc

e1’V’j(( ;

)


.

0� �w11
.



 ’2-1-2.(

Ehm˙kkx+ a˙rdc nm sgdnqdl 1+ rxrsdl ’2-1-14( ˙mc ’2-1-15( ˙qd sgdnbq˙shb˙kkx
hmudqrd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhydc-
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Ehftqd 2-69 Og˙rd onqsq˙hsr ne gxodqbg˙nshb 2C Gdmnl,khjd l˙o

Ehftqd 2-79 Dqqnq rxrsdl ne sgd gxodqbg˙nshb 2C Gdmnl,khjd l˙o ˙mc sgd bnm,
sqnkkdc Enkc chrbqdsd shld rxrsdl

Sgd dqqnq rxrsdl bnmudqfdr sn ydqn ˙r shld hmbqd˙rhmf a˙rdc nm fq˙og ˙r vdkk+
vghbg udqhex sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm adsvddm rxrsdl ’2-1-14( ˙mc ’2-1-15(
mtldqhb˙kkx-
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AgWosdq 3

Mdsvnqj Anlokdsd
RxmbgqnmhyWshnm Sdbgmhptdr

3-0 RxmbgqnmhyWshnm ne HcdmshbWk Mdsvnqjr

0-Lncdk Anmrsqtbshnm

¿ fdmdq˙k bnlokdw cxm˙lhb˙k mdsvnqj bnmrhrshmf ne M hcdmshb˙k khmd˙qkx ˙mc c,
hΩtrhudkx bntokdc mncdr+ vhsg d˙bg mncd adhmf ˙m m,chldmrhnm˙k cxm˙lhb˙k rxrsdl
˙mc ad cdrbqhadc ax9

ŵe ; e’we( *

M∫

i80.i ∈8e

bei’s(A’s(wi � we. h ; 0. 1. .... M ’3-0-0(

vgdqd we’s( ; ’we0’s(. .... wem’s((
R ∈ Qm hr sgd rs˙sd udbsnq ne sgd hsg mncd+ e 9

Q · Qm → Qm hr ˙ rlnnsg mnmkhmd˙q udbsnq,u˙ktdc etmbshnm+ sgd bnmrs˙ms l˙sqhw
A’s( hr sgd bntokhmf khmj l˙sqhw adsvddm mncd h ˙mc mncd i ’h 6; i( enq ˙kk 0 ≤
h. i ≤ M ˙s shld s: sgd bntokhmf l˙sqhw B ; ’bei(M−M qdoqdrdms sgd bntokhmf
bnmffftq˙shnm ne sgd mdsvnqj+he sgdqd hr ˙ bnmmdbshnm adsvddm mncd h ˙mc i ’h 6; i(+
sgdm bei / .: bei ; . nsgdqvhrd: ˙krn+ B hr rds sn ad ˙ chΩtrhudkx bntokdc l˙sqhw

vgdqd bee ; �
M

i80.i ∈8e bei . h ; 0. 1. .... M -
Hm ˙cchshnm+ cdffmd sgd ch˙fnm˙k dkdldmsr ne B’s( ax9

bee’s( ; �
M∫

i80.i ∈8e

bei’s(. h ; 0. 1. .... M ’3-0-1(

sgdm sgd shld,u˙qxhmf mdsvnqj ’0.3( b˙m ad qdvqhssdm hm ˙ bnlo˙bs enql ˙r9

ŵe ; e’we( *

M∫

i80.i ∈8e

bei’s(A’s(wi . h ; 0. 1. .... M ’3-0-2(

5.



Sgdqdenqd+ he mdsvnqj ’3-0-2( hr bnmmdbsdc vhsgnts hrnk˙sd bktrsdqr+ sgdm B’s( hr
˙m hqqdctbhakd l˙sqhw ˙s ˙mx shld s ˙mc mdsvnqj hr shld,u˙qxhmf- Ld˙mvghkd+ vd
cn mns l˙jd ˙rrtloshnm ne sgd rxlldsqx ˙mc ˙kk sgd nΩ,ch˙fnm˙k dkdldmsr ˙qd
mnmmdf˙shud ne B’s(-

1- LWsgdlWshbWk oqdkhlhmWqhdr

Hm sghr rdbshnm+ mdbdrr˙qx cdffmhshnmr ˙qd oqdrdmsdc hm nqcdq sn oqnuhcd a˙rhb
tmcdqrs˙mchmf ne bg˙nshb mdsvnqj rxmbgqnmhy˙shnm-

Cd�mhshnm 3-0-0- Enq W fhudm qdWk lWsqhw B ; ’bei(M−M + he rtl ne Wkk dkdldmsr hm
dWbg qnv hr dptWk sn ydqn+ sgdm B hr bWkkdc W ch�trhudkx bntokdc lWsqhw- Hm Wcchshnm+
he Wkk sgd n�,chWfnmWk dkdldmsr ne B Wqd mnmmdfWshud+ sgdm B hr bWkkdc W mnmmdfWshud
ch�trhudkx bntokdc lWsqhw- Sgd rds ne Wkk mnmmdfWshud ch�trhudkx bntokdc lWsqhbdr
hr cdmnsdc S-

Cd�mhshnm 3-0-1- Jds we’s: s+. w
+
0. .... w

+
M (h ; 0. 1. .... M ad W rnktshnm ne sgd cxmWl,

hbWk mdsvnqj6
ŵe ; e’we( * fe’w0. .... wM (. h ; 0. 1. .... M ’3-0-3(

vgdqd e 9 C → Qm Wmc fe 9 C· ...·C → Qm Wqd bnmshmtntrkx ch�dqdmshWakd+ C ⊆
Qm- He sgdqd hr W mnmdlosx nodm rtards C+’s+( ⊆ C+ vhsg w+e ⊆ C+’s+(h ; 0. 1. .... M +
rtbg sgWs we ∈ C enq Wkk s ≥ s+. h ; 0. 1. .... M Wmc khls≤→|we’s: s+. w+0. .... w+M ( �
wi’s: s+. w

+
0. .... w

+
M (|1 ; . enq 0 ≤ h. i ≤ M + sgdm sgd cxmWlhbWk mdsvnqj ’3-0-2(

hr rWhc sn qdWkhyd rxmbgqnmhyWshnm Wmc C+’s+( · ... · C+’s+( hr bWkkdc sgd qdfhnm ne
rxmbgqnmx ne ’3-0-1(-

Cd�mhshnm 3-0-2- Eqnl Wanud oqduhntr cdffmhshnm+ he sgd rxrsdl r̂’s( ; e’r’s((
vgdqd r’s( hr sgd rxmbgqnmntr rnktshnm6 w0’s: s+. w

+
0. .... w

+
M ( ; ... ; wM ’s: s+. w

+
0. .... w

+
M (

’w+0 ; ... ; w+M ∈ C( ne Wm hmchuhctWk mncd khls≤→|we’s: s+. w+0. .... w+M (�w0’s: s+. w+0. .... w+M (|1 ;
. enq 1 ≤ h ≤ M + sgdm mdsvnqj ’3-0-2( Wbghdudr rxmbgqnmhyWshnm+ vgdqd sgd dqqnqr6
η̂’s( ; we’s: s+. w

+
0. .... w

+
M ( � w0’s: s+. w

+
0. .... w

+
M ( enq 1 ≤ h ≤ M Wqd bWkkdc sgd sqWmr,

udqrd dqqnqr ne sgd rxmbgqnmntr lWmhenkc w0’s( ; ... ; wM ’s(+ vgdqd w0’s( hr bWkkdc
sgd qdedqdmbd chqdbshnm ne sgd rxmbgqnmntr lWmhenkc- Ugdm Wkk sgd sqWmrudqrd dqqnqr
dwonmdmshWkkx ’tmhenqlkx dwonmdmshWkkx rsWakd( sdmc sn ydqn+ sgd bgWnshb rxmbgqnmntr
rsWsd6w0’s( ; ... ; wM ’s( hr bWkkdc dwonmdmshWkkx rsWakd ’tmhenqlkx dwonmdmshWkkx rsW,
akd(- Lnqdnudq+ he |w’s(� r’s(|1 WooqnWbgdr ydqn tmhenqlkx Wmc dwonmdmshWkkx Wr s
WooqnWbgdr hmffmhsx+ sgdm w’s(,r’s( hr rWhc sn ad tmhenqlkx dwonmdmshWkkx rsWakd-
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PdlWqj9
A˙rdc nm Cdffmhshnm 2-0-0 ˙mc 2-0-1 ˙anud+ sgd mdsvnqj ’3-0-2( bnms˙hmr sgd che,

etrhud bntokhmf l˙sqhw B: sgtr hs dmrtqdr sgd rxmbgqnmntr rnktshnm9 w0’s: s+. w
+
0. .... w

+
M ( ;

... ; wM ’s: s+. w
+
0. .... w

+
M (’w

+
0 ; ... ; w+M ∈ C( sn ad ˙ rnktshnm ne rxrsdl r̂’s( ;

e’r’s((+ vgdqd r’s( ˙rrtldr sn ad bg˙nshb-
¿bbnqchmf sn Cdffmhshnm 2-0-2+ sgd tmhenqlkx dwonmdmsh˙k rs˙ahkhsx ne ˙ bg˙nshb

rxmbgqnmntr rs˙sd hr dpthu˙kdms sn sgd tmhenqlkx dwonmdmsh˙k rs˙ahkhsx ne sgd ydqn
sq˙mrudqrd dqqnqr ne sgd rxmbgqnmntr l˙mhenkc enq mdsvnqj ’3-0-2(- Gnvdudq+ eqnl
sgd chΩtrhud bntokhmf bnmchshnm+ he r’s( hr mns tmhenqlkx dwonmdmsh˙kkx rs˙akd: sgdm
hs hr hlonrrhakd enq sgd rxmbgqnmntr rnktshnm sn ad tmhenqlkx dwonmdmsh˙kkx rs˙akd-

Sgdqdenqd+ ax bgnnrhmf w0’s( ; r’s( ˙r sgd qdedqdmbd chqdbshnm ne sgd rxmbgqnmntr
l˙mhenkc w0’s( ; ... ; wM ’s(: vd g˙ud η0’s( ; w0’s( � r’s( ≡ . ˙mc we’s( ;
r’s( * ηe’s(. h ; 0. 1. .... M + vghbg xhdkcr mdsvnqj ’3-0-2( ˙r9

η̂e’s( ; e’r’s( * ηe’s((� e’r’s(( *

M∫

i81

bei’s(A’s(ηe’s(. 1 ≤ h ≤ M ’3-0-4(

¿krn+ vd b˙m qdvqhsd hs ˙r9
ˆ̌η’s( ; E ’s. η̌( ’3-0-5(

vgdqd η̌ ; ’η1’s(. .... ηM ’s((
R + ηe’s( ; ’ηe0’s(. .... ηem’s((

R + Ř’s( ; ’r’s(. .... r’s((R ∈
QmΦM�0(+ ˙mc sgd I˙bnah˙m l˙sqhw ne E ’s. η̌( ˙s η̌ ; . hr CE ’s. .(9

)



Ce’r’s(( * b11’s(A’s( b12’s(A’s( · · · b1M ’s(A’s(
b21’s(A’s( Ce’r’s(( * b22’s(A’s( · · · b2M ’s(A’s(

---
--- Ce’r’s(( * b11’s(A’s(

---
bM1’s(A’s( bM2’s(A’s( · · · Ce’r’s(( * bMM ’s(A’s(





’3-0-6(

2- Sgdnqdl WmWkxrhr

Hm sghr rdbshnm+ ˙ rodbhffb bg˙nr rxmbgqnmhy˙shnm sgdnqdl Z1[ hr chrbtrrdc vghbg
˙kknvr tr sn nas˙hm sgd rxmbgqnmhy˙shnm ax udqhexhmf khmd˙q shld,u˙qxhmf rxrsdlr+
q˙sgdq sg˙m chqdbskx rxmbgqnmhyd sgd cxm˙lhb˙k mdsvnqj-

Sgdnqdl 3-0-0- He sgd enkknvhmf svn Wrrtloshnmr gnkcr+ sgdm sgd bgWnshb rxm,
bgqnmntr rsWsd w0’s( ; ... ; wM ’s( ; r’s( hr dwonmdmshWkkx rsWakd enq cxmWlhbWk
mdsvnqj ’3-0-2( he Wmc nmkx he sgd khmdWq shld,uWqxhmf rxrsdlr v̂ ; ZCe’r’s(( *
λj’s(A’s(� βj’s(Hm[v. j ; 1. .... M Wqd dwonmdmshWkkx rsWakd Wants sgd ydqn rnktshnm-
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:rrtloshnm 3-0-0- E 9 Ω → QmΦM�0( hr bnmshmtntrkx ch�dqdmshWakd nm Ω ; {w ∈
Nm�M�0(

't'1 , q{ vhsg E’s+.(;. enq Wkk s+ Wmc sgd IWbnahWm CE’s+w( hr antmcdc Wmc
Jhorbghsy nm Ω+ tmhenqlkx hm s-

:rrtloshnm 3-0-1- Sgdqd dwhrsr W antmcdc mnm,rhmftkWq qdWk lWsqhw Φ’s(+ rtbg
sgWs Φ�0’s(’BR ’s((Φ’s( ; chZf{λ0’s(. ....λM ’s({+ sgdqd dwhrsr s+ ≥ .+ enq Wmx λe’s(. 0 ≤
h ≤ M + dhsgdq λe’s( 6; . enq Wkk s / s++ nq λe’s( ≡ . enq Wkk s / s++ Wmc
Φ̂�0Φ’s( ; chZf{β0’s(. ... βM ’s({

PdlWqj9
A˙rdc nm cdffmhshnm 2-0-2+ vd ˙qd ˙akd sn hmudrshf˙sd sgd oqnne ne ˙anud sgd,

nqdl ax udqhexhmf sgd dwonmdmsh˙k rs˙ahkhsx ne sgd ydqn sq˙mrudqrd dqqnqr ne sgd
rxmbgqnmntr l˙mhenkc- ¿bbnqchmf sn sgd ˙rrtloshnm 0 ˙mc Kx˙otmnu bnmudqrd
sgdnqdl Z6[+ vd b˙m hlokdldms dpt˙shnm ’3-0-4( sn ad η̂’s( ; Ce’r’s((η’s( *
A’s(η’s(’B’s((R + vgdqd η’s( ; ’η0’s(. .... ηM ’s((

R ˙mc bnmrsqtbs sgd mnmrhmftk˙q
khmd˙q sq˙mrenql˙shnm η’s( ; u’s(Φ�0’s(+ vghbg kd˙cr sn sgd dpt˙shnm

ûj’s( ; ZCe’r’s(( * λj’s(A’s(� βj’s(Hm[uj’s(. j ; 0. 1. .... M ’3-0-7(

˙mc hs hr M hmcdodmcdms m,chldmrhnm˙k khmd˙q shld,u˙qxhmf rxrsdl- Lnqdnudq+
˙bbnqchmf sn Kdll˙ 2 hm Z1[+ φ

−
00’s( ; 0+ gdmbd u0’s( ; �

M
j81 φ

−

j0’s(uj’s(: he
uj’s( → . enq j;1+--+M+ sgdm u0’s( → . ˙r vdkk- Sgdqdenqd+ vd b˙m ffm˙kkx sq˙mr,
edqqdc sgd dwonmdmsh˙k rs˙ahkhsx ne sgd rxmbgqnmntr rs˙sd sn sgd dwonmdmsh˙k rs˙ahkhsx
ne sgd M,0 hmcdodmcdms m,chldmrhnm˙k khmd˙q shld,u˙qxhmf rxrsdlr-

A˙rdc nm sgd qdrtksr ˙anud+ sghr bg˙nr rxmbgqnmhy˙shnm sgdnqdl oqnonrdr sg˙s
sgd rxmbgqnmhy˙shnm ne shld,u˙qxhmf bg˙nshb mdsvnqj ’3-0-2( hr cdsdqlhmdc ax ld˙mr
ne ¿’s(+ sgd dhfdmu˙ktdr λjj ; 1. ... M ˙mc sgd bnqqdronmchmf dhfdmudbsnqr φj’s(j ;
1. .... M ne B’s(- Nudq˙kk+ hs oqnuhcdr ˙ mdbdrr˙qx ˙mc rtfibhdms bnmchshnm enq rxm,
bgqnmhy˙shnm ne mdsvnqj-

3- Rodbhex bnmchshnmr ne bnmrsqtbshmf :’s( Wmc A’s(

Mnshbd sg˙s sgd sgdnqdl chrbtrrdc ˙anud cndr mns oqnuhcd sgd rodbhffb bnmch,
shnmr ne bnmrsqtbshmf sgd bntokdc l˙sqhw ¿’s( ˙mc sgd bntokdc bnmffftq˙shnm l˙sqhw
B’s( hm mdsvnqj ’3-0-2(- Sgtr hm sghr rdbshnm+ rodbhffb bnmchshnmr ˙qd hmsqnctbdc hm
nqcdq sn nas˙hm ¿’s( ˙mc B’s(+ vghbg ˙kknvr sgd mdsvnqj ’3-0-2( lnqd ˙ookhb˙akd
enq sgd etqsgdq mtldqhb˙k hmudrshf˙shnmr-

Bnmrhcdq sgd enkknvhmf gxonsgdrhr9

’G0( ¿rrtld E 9 Ω → QmΦM�0( hr bnmshmtntrkx chΩdqdmsh˙akd nm Ω ; {w ∈
Nm�M�0(

't'1 , q{ vhsg E’s+.(;. enq ˙kk s+ ˙mc sgd I˙bnah˙m CE’s+w( hr antmcdc ˙mc

52



Khorbghsy nm Ω+ tmhenqlkx hm s: ˙mc B’s( b˙m ad ch˙fnm˙khydc ax trhmf ˙ bnmrs˙ms
mnmrhmftk˙q l˙sqhw Φ’s(+ sgdqd dwhrsr s+ ≥ .+ enq ˙mx λe’s(. 0 ≤ h ≤ M + dhsgdq
λe’s( 6; . enq ˙kk s / s++ nq λe’s( ≡ . enq ˙kk s / s+-

’G1( ¿rrtld sg˙s B’s( hr ˙ mnmmdf˙shud chΩtrhudkx bntokdc l˙sqhw ˙mc hsr dhfdm,
u˙ktdr ˙qd qd˙k mtladqr r˙shrexhmf λ0’s( ≥ ... ≥ λM ’s( enq ˙kk s / s+ ≥ .-

Sgdm dhsgdq G0 gnkcr nq ansg G0 ˙mc G1 gnkc+ sgd enkknvhmf bnmchshnmr ˙qd u˙khc
enq bnmrsqtbshmf rodbhffb l˙sqhbdr ¿’s( ˙mc B’s(9
0- G0 gnkcr+ he sgd khmd˙q shld,u˙qxhmf rxrsdlr v̂ ; ZCe’r’s(( * λj’s(A’s([vj ;
1. ... M ˙qd dwonmdmsh˙kkx rs˙akd ˙ants ydqn rnktshnm-
1- G0 ˙mc G1 gnkc+ he ’A’s( * ’A’s((R ( hr ˙ rdlh,onrhshud,cdffmhsd l˙sqhw+ ˙mc sgd
l˙whltl dhfdmu˙ktd µZCe’r’s(( * λ1’s(A’s([ ≤ Z , . enq ˙kk s ≥ .-
2- G0 ˙mc G1 gnkc+ he

∑→
s)
}λM ’s(A’s(}cs , ∞ ˙mc sgd khmd˙q shld,u˙qxhmf rxrsdl

v̂ ; ZCe’r’s(( * λj’s(A’s([v hr dwonmdmsh˙kkx rs˙akd ˙ants sgd ydqn rnktshnm-
3- G0 ˙mc G1 gnkc+ he sgdqd dwhrsr ˙mc m· m onrhshud,cdffmhsd l˙sqhw A+ rtbg sg˙s
ZCe’r’s(( * cA’s([RA * AZCe’r’s(( * cA’s([ ≤ �Hm enq ˙kk c ≤ λ+1 ˙mc s ≥ s+-
4- G0 ˙mc G1 gnkc+ he sgdqd dwhrsr ˙mc m · m onrhshud,cdffmhsd l˙sqhw A+ rtbg
sg˙s enq ˙kk s ≥ s++ ’A’s((

RA * AA’s( hr ˙ rdlh,onrhshud,cdffmhsd l˙sqhw+ ˙mc
ZCe’r’s(( * λ+1A’s([

RA * AZCe’r’s(( * λ+1A’s([ ≤ �Hm

Bnmrdptdmskx+ he dhsgdq nmd ne sgd ˙anud bnmchshnmr hr r˙shrffdc tonm bnmrsqtbs,
hmf o˙qshbtk˙q ¿’s( ˙mc B’s(+ sgdm sgd bg˙nshb rxmbgqnmntr rs˙sd w0’s( ; ... ;
wM ’s( ; r’s( ne mdsvnqj ’0.5( vhkk ad dwonmdmsh˙kkx rs˙akd-

A˙rdc nm sgd ˙anud chrbtrrhnm+ sgtr ¿’s( ˙mc B’s( vhsg qdrodbs sn tmhffdc
bg˙nshb rxrsdl b˙m ad cdrbqhadc ˙r enkknvr9

A’s( ;

)


’14� * 27� 24�(1’0 * d�s( . .

. ’7)�
2
(1’0 * d�2s( .

. . ’7)�
2
(’0 * d�1s(





B’s( ; ’
0

1d1 � d� 0
(

)


B00 B01 B02
B10 B11 B12
B20 B21 B22





vgdqd
B00’s( ; ’d1�0(sg’s(*’d(ZqbsZm’s(+ B01’s( ; ’0�d(sg’s(�’1d(ZqbsZm’s(+ B02’s( ;
’d � d1(sg’s( * ’d(ZqbsZm’s(+ B10’s( ; 1’d1 � 0(sg’s( * ’d1(ZqbsZm’s(+ B11’s( ;
1’0 � d(sg’s( � ’1d1(ZqbsZm’s(+ B12’s( ; 1’d � d1(sg’s( * ’d1(ZqbsZm’s(+ B20’s( ;
2’d1 � 0(sg’s( * ZqbsZm’s(+ B21’s( ; 2’0 � d(sg’s( � 1ZqbsZm’s(+ B22’s( ; 2’d �
d1(sg’s( * ZqbsZm’s(+ vhsg sg’s( ; Φds�d�s(

Φds)d�s(
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Hm nqcdq sn bnmrsqtbs sgd shld,u˙qxhmf rxrsdlr+ vd qdpthqd ˙ mnmrhmftk˙q qd˙k
l˙sqhw Φ- Hm sghr b˙rd+ vd bgnnrd

Φ’s( ; ’
0

1d1 � d� 0
(

)


2d1 � 1 ’0� d1(ds �d0)remΦs(
0� 2d ’d� 0(ds 1d0)remΦs(

1d� d1 ’d1 � 0(ds �d0)remΦs(





sgdm Φ�0’s(’B’s((RΦ’s( ; chZf{..�0.�bnr’s({+ sgtr vd b˙m cdsdqlhmd sgd khmd˙q
shld,u˙qxhmf rxrsdlr9 v̂ ; ZCe’r’s(( * λj’s(A’s(� βj’s(Hm[v. j ; 1. 2-

4- MtldqhbWk RhltkWshnm

Sgd mtldqhb˙k rhltk˙shnmr hkktrsq˙sd sgd qdrtksr enq ansg chqdbskx rhltk˙sd sgd
tmhffdc bg˙nshb mdsvnqj ˙mc rhltk˙sd sgd sq˙mrenqldc khmd˙q shld,u˙qxhmf rxr,
sdlr- Hm nqcdq sn hloqnud sgd dΩdbshudmdrr ne sgd rhltk˙shnmr+ vd ˙ookx ncd34
ldsgnc sn sgnrd NCD rxrsdlr+ ˙mc ˙ookx sgd hmsdqonk˙shnm ldsgnc sn cd˙k vhsg
sgd shld,cdodmcdms bndfibhdmsr hm sgd l˙sqhw ¿’s(+ B’s( ˙mc sgd l˙sqhw ZCe’r’s((*
λj’s(A’s( � βj’s(Hm[- ¿bbnqchmf sn sgd shld rdqhdr oknsr+ hs b˙m ad bkd˙qkx uhdvdc
sg˙s d˙bg rxrsdl ne sgd mdsvnqj vhkk bnmudqfd sn ydqn rnktshnmr ˙esdq bdqs˙hm odqhnc
ne shld+ vghbg ld˙mr sgnrd rxrsdlr ˙qd rxmbgqnmhydc+ mn l˙ssdq vg˙s sgd hmhsh˙k
bnmchshnm enq d˙bg rxrsdl vhkk ad ˙rrhfmdc sn ˙mc vghbg � u˙ktd hr bgnrdm eqnl Z.+0[-
Drodbh˙kkx enq sgd khmd˙q shld,u˙qxhmf rxrsdlr+ sgdqd dwhrsr ˙m nauhntr dwonmdmsh˙k,
kx rs˙akd adg˙uhnq vgdm bnmudqfhmf sn sgd ydqn rnktshnm- Sgdqdenqd+ sgd mtldqhb˙k
rhltk˙shnmr hmchb˙sdr sgd u˙khchsx ne sgd bg˙nshb rxmbgqnmhy˙shnm sgdnqdl-
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Ehftqd 3-09 Rhmfkd rxrsdl mncd vhsg chqdbskx bnmsqnk

Ehftqd 3-19 Bnqqdronmchmf khmd˙q shld,u˙qxhmf rxrsdl
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3-1 RxmbgqnmhyWshnm ne MnmhcdmshbWk Mdsvnqjr uh)

W :cWoshud IhmdWq FdmdqWkhydc Anmsqnk

Adrhcdr sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm adsvddm svn rxrsdlr+ vd b˙m ˙krn ˙o,
okx sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm nm svn mdsvnqjr enq lnqd aqn˙c ˙ookhb˙shnm-
Oqduhntrkx+ vd g˙ud chrbtrrdc sgd rxmbgqnmhy˙shnm adsvddm svn hcdmshb˙k bnlokdw
mdsvnqjr-- Sgdqdenqd+ mnv vd rstcx sgd fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm adsvddm svn
bnlokdw mdsvnqjr vhsg mnmhcdmshb˙k snonknfhb˙k rsqtbstqdr-

0- :cWoshud IhmdWq fdmdqWkhydc rxmbgqnmhyWshnm

Ehqrs ne ˙kk+ qdb˙kk sgd fdmdq˙k rsqtbstqd ne sgd bnlokdw mdsvnqj9

ŵe ; e’we( *

M∫

i80

bei�wi . h ; 0. 1. .... M ’3-1-0(

vgdqd we’s( ; ’we0’s(. .... wem’s((
R ∈ Qm hr sgd rs˙sd udbsnq ne sgd hsg mncd+ e 9

Q · Qm → Qm hr ˙ rlnnsg mnmkhmd˙q udbsnq,u˙ktdc etmbshnm+ sgd bnmrs˙ms l˙sqhw
� hr sgd hmmdq,bntokhmf l˙sqhw adsvddm sgd dkdldmsr ne sgd mncd hsrdke+ |�| ≤ γ+
sgd bntokhmf l˙sqhw B ; ’bei(M−M qdoqdrdms sgd bntokhmf bnmffftq˙shnm ne sgd
mdsvnqj+he sgdqd hr ˙ bnmmdbshnm adsvddm mncd h ˙mc i ’h 6; i(+ sgdm bei / .:
bei ; . nsgdqvhrd: ˙krn+ B hr rds sn ad ˙ chΩtrhudkx bntokdc l˙sqhw vgdqd bee ;

�
M

i80.i ∈8e bei . h ; 0. 1. .... M -
Sgdm vd nas˙hm sgd bnmsqnkkdc qdronmrd mdsvnqj ˙r9

x̂e ; Axe * Af’xe( *

M∫

i80

bei�xi * te. h ; 0. 1. .... M ’3-1-1(

vgdqd xe’s( ; ’xe0’s(. .... xem’s((
R ∈ Qm hr sgd rs˙sd udbsnq ne sgd hsg mncd+ ¿ ˙mc

A ˙qd rxrsdl l˙sqhbdr vhsg oqnodq chldmrhnmr+ r˙shrffdc |A| ≤ �+|A| ≤ β+ f hr ˙
bnmshmtntr udbsnq etmbshnm+ te hr sgd bnmsqnkkdq cdrhfmdc enq mncd h-

¿bbnqchmf oqduhntr bnmrsqtbshnm+ vd ˙krn hlokdldms sgd enkknvhmf cdffmhshnm9

Cd�mhshnm 3-1-0- He rxrsdl ’3-1-0( Wmc ’3-1-1( rWshrex sgd enkknvhmf oqnodqsx6

khl s→ ∞|xe’s(� Nwe’s(�P| ; .. h ; 0. 1. .... M ’3-1-2(

sgdm rxrsdl ’3-1-0( Wbghdudr khmdWq fdmdqWkhydc rxmbgqnmhyWshnm vhsg rxrsdl ’3-1-1(+
vgdqd O+P Wqd bnmrsWms lWsqhbdr- Lnqdnudq+ vd cdrhfmdc sgd bnmsqnkkdq Wr6

te ; Ne’we(� εde � Af’Nwe *P(� A’Nwe *P( ’3-1-3(

56



vgdqd de ; xe � Nwe �P+ε ; chZf’ε0. ...εm(-

Mnv+ bnlo˙qd vhsg sgd bnmrsqtbshnm ˙anud+ vd b˙m bnmrsqtbs sgd cqhud,qdronmrd
mdsvnqj vhsg mnmhcdmshb˙k snonknfhb˙k rsqtbstqdr ˙r enkknvr9

ŵe ; e’we( *

M∫

i80

bei�wi . h ; 0. 1. .... M ’3-1-4(

x̂e ; Axe * Af’xe( *

M∫

i80

cei�xi * te. h ; 0. 1. .... M ’3-1-5(

vgdqd sgd nmkx chΩdqdmbd hr sg˙s hm ntq mdv mnm,hcdmshb˙k qdronmrd mdsvnqj+C ;
’cei(M−M hr sgd chrshmbs bnmffftq˙shnm l˙sqhw sg˙m B+ sgdm te hr sgd bnmsqnkkdq enq
mncd h sn ad cdrhfmdc a˙rdc nm sgd rodbhex mdsvnqj rsqtbstqdr B ˙mc C-

Bnmshmtntrkx+ vd mddc rnld l˙sgdl˙shb oqdkhlhm˙qhdr sn sgdnbq˙shb˙kkx bnm,
rsqtbs sgd khmd˙q fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm-

:rrtloshnm 3-1-0- Enq etmbshnm f’y(+ sgdqd dwhrsr bnmrsWms K / .+ rtbg sgWs

|f’y0(� f’y1(| ≤ K|y0 � y1| ’3-1-6(

gnkcr enq Wmx y0. y1- He sghr Wrrtloshnm rWshrffdc+ vd gWud sgd Jhorbghsy bgWnshb
rxrsdlr-

Sgdnqdl 3-1-0- Rtoonrd sgWs ¿rrtloshnm 2-1-0 gnkcr+ tmcdq sgd bnmchshnm ne
mnmhcdmshbWk bnmffftqWshnmr+ h-d B 6; C+ sgd cqhuhmf mdsvnqj ’3-1-4( Wmc qdronmrd
mdsvnqj ’3-1-5( bWm qdWkhyd khmdWq fdmdqWkhydc rxmbgqnmhyWshnm ax trhmf sgd enkknvhmf
WcWoshud bnmsqnk rbgdld6

te ; Ne’we( *

M∫

i80

aei�xi � εede � Af’Nwe *P(� A’Nwe *P( ’3-1-7(

ε̂e ; je|de|1. âei ; �dRe �xi ’3-1-8(

vgdqd de ; xe � Nwe �P Wmc je hr Wmx onrhshud bnmrsWms enq h ; 0. 1. .... M -

Nqnne- Sgd oqnne ne sgd sgdnqdl hr rsq˙hfgsenqv˙qc+ ffqrs vd rtarshstsd ’3-1-4(+’3-1-5(+’3-1-7(
˙mc ’3-1-8( hmsn de ; xe�Nwe�P ˙mc je- Mnshbd sg˙s rhmbd sgd bnmffftq˙shnm l˙,
sqhbdr r˙shrexhmf B 6; C+ ˙krn

M
i80 bei ; . kd˙cr sn

M
i80 bei�P ; .+ sgtr vd ˙cc
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sghr sdql sn sgdm dmc ne sgd dpt˙shnm9

d̂e ; x̂e � N ŵe

; Axe * Af’xe( *

M∫

i80

cei�xi * te � Ne’we(� N

M∫

i80

bei�wi

; Axe * Af’xe( *

M∫

i80

cei�xi

* Ne’we( *

M∫

i80

aei�xi � εede � Af’Nwe *P(� A’Nwe *P(

� Ne’we(� N

M∫

i80

bei�wi

; Ade � εede * A’f’xe(� f’Nwe *P((

*

M∫

i80

’cei * aei(�xi �
M∫

i80

beiN�wi �
M∫

i80

bei�P

’3-1-0.(

Rdbnmckx+ cdffmd sgd mnm,mdf˙shud Kx˙otmnu b˙mchc˙sd ˙r9

U ;
0

1

M∫

e80

dRe de *
0

1

M∫

e80

M∫

i80

’cei * aei � bei(
1

*
0

1

M∫

e80

0

je
’εe � ε̌(1

’3-1-00(

vgdqd ε̌ hr ˙ rtfibhdmskx k˙qfd onrhshud bnmrs˙ms sn ad cdsdqlhmdc- Sgdm+ vd b˙m
cdqhud sgd cdqhu˙shud ne U ˙r enkknvr9
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Û ;

M∫

e80

dRe ZAde � εede * A’f’xe(� f’Nwe *P(([

*

M∫

e80

dRe

M∫

e80

M∫

i80

’cei * aei(�xi

�
M∫

e80

dRe

M∫

i80

bei�’Nwi *P(

�
M∫

e80

M∫

i80

’cei * aei � bei(d
R
e �xi

*

M∫

e80

’εe � ε̌(|de|1

;

M∫

e80

dRe ZAde * A’f’xe(� f’Nwe *P(([

*

M∫

e80

M∫

i80

beid
R
e �xi � ε̌

M∫

e80

|de|1

≤
M∫

e80

’� * βK� ε̌(dRe de *

M∫

e80

M∫

i80

γ}bei}|de||di|

’3-1-01(

¿r ˙ qdrtks+ cdffmd d ; ’|d0|. .... |dM|(R + ]B ; ’}bei}(M−M + sgdm vd b˙m qdvqhsd

’3-1-01( ˙r Û ≤ dR Z’� * βK� ε̌(HM * � ]B[d- Hm nqcdq sn dmrtqd mdsvnqj ’3-1-4( ˙mc
’3-1-5( ˙qd rxmbgqnmhydc+ vd mddc ’dR0 . ...d

R
M (

R bnmudqfdr sn ydqn ˙r shld fndr sn
hmffmhsx+ sgtr rdkdbs oqnodq u˙ktd ne ε̌ ˙r knmf ˙r ’� * βK � ε̌(HM * � ]B hr mdf˙shud
cdffmhsd-

Hm sgd enkknvhmf+ a˙rdc nm sgd sgdnqdl+ svn lnqd ˙ksdqm˙shud ˙c˙oshud bnm,
sqnkkdqr b˙m ad chqdbskx nas˙hmdc ˙r knmf ˙r sgdx r˙shrex bnqqdronmchmf bnmchshnmr9

AnqnkkWqx 3-1-0- Rtoonrd sgWs Wrrtloshnm 2-1-0 gnkcr+ sgd cqhuhmf mdsvnqj ’3-1-4(
Wmc sgd qdronmrd mdsvnqj ’3-1-5( bWm qdWkhyd JhmdWq FR ax trhmf sgd enkknvhmf
WcWoshud bnmsqnk rbgdld6

te ; Ne’we( *

M∫

i80

aei�xi � εede � Af’Nwe *P(� A’Nwe *P( ’3-1-02(

ε̂e ; je|de|1 ’3-1-03(

6.



âei ; �dRe �xi . bei 6; cei

aei ; .. bei ; cei
’3-1-04(

vgdqd de ; xe � Nwe �P Wmc je hr Wmx onrhshud bnmrsWms enq h ; 0. 1. .... M -

AnqnkkWqx 3-1-1- Rtoonrd sgWs Wrrtloshnm 2-1-0 gnkcr- He sgd svn mdsvnqjr gWud
sgd rWld bnmffftqWshnm lWsqhbdr+ h-d-+ B;C+ mdsvnqj ’3-1-4( Wmc ’3-1-5( bWm Wbghdud
JhmdWq FR ax trhmf sgd enkknvhmf WcWoshud bnmsqnkkdq6

te ; Ne’we(� εede � Af’Nwe *P(� A’Nwe *P(. ε̂e ; je|de|1. ’3-1-05(

vgdqd de ; xe � Nwe �P Wmc je hr Wmx onrhshud bnmrsWms enq h ; 0. 1. .... M -

PdlWqj- Nudq˙kk+ ˙ksgntfg sgd sgdnqdl oqnonrdc vhsg ˙ udqx vd˙j bnmchshnm+
h-d-+ B 6; C+ hs b˙m ad ˙ookhdc sn g˙mckd sgd mnmhcdmshb˙k snonknfhb˙k rsqtbstqdr+
mnm,chΩtrhud rsqtbstqdr ˙mc svn mdsvnqjr g˙uhmf chΩdqdms cxm˙lhbr hm o˙qshbtk˙q-

1- MtldqhbWk rhltkWshnmr

Bnmrhcdq sgd Kt̃ rxrsdl ˙mc Qñrrkdq ’r˙shrex ¿rrtloshnm 0 ax Z08[( rxrsdl ˙r
sgd mncdr cxm˙lhb˙k ne sgd cqhud ˙mc qdronmrd mdsvnqjr sn udqhex sgd dΩdbshudmdrr
ne sgd bnmsqnkkdq bnmrsqtbshnm sn ˙bghdud khmd˙q fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm9

ŵ ; e’w( ;

)


ρ’w1 � w0(
�w0w2 * υw1
w0w1 � µw2



 ’3-1-06(

vgdqd ρ ; 25+µ ; 2+υ ; 1.-

x̂ ; Ax * Af’x( ;

)


�x1 � x2
x0 * �x1

β * x2’x0 � γ(



 ’3-1-07(

vgdqd � ; ..1. β ; ..1. γ ; 4.6- Sgdm vd g˙ud9

A ;

)


. �0 �0
0 ..1 .
. . �4.6



 . A ;

)


. . .
. . .
. . 0



 . f’x( ;

)


.
.

x0x2 * β



 ’3-1-08(

vgdqd |A| ; 4.6787. |A| ; 0-
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Bnmrhcdq sgd cqhud mdsvnqj bnlonrdc ne sgqdd Kt̃ mncdr bntokdc uh˙ enkknvhmf
bnmffftq˙shnm l˙sqhw B9

B ;

)


�1 0 0
0 �1 0
0 0 �1





˙mc sgd qdronmrd mdsvnqj bnlonrdc ne sgqdd Qñrrkdq mncdr bntokdc uh˙ enkknvhmf
bnmffftq˙shnm l˙sqhw C9

C ;

)


�2 0 1
1 �3 1
1 1 �3





Lnqdnudq+ vd bgnnrd N ; chZf’0.�0. 0(+P ; Z.. .. .[R +� ; chZf’0. 0.1. 0(+aei ;)


..4 ..4 ..4
..4 ..4 ..4
..4 ..4 ..4



+vgdqd d˙bg dmsqx∈ ’.. 0( : ˙mc hmhsh˙k u˙ktdr ne rs˙sd udbsnqr

W+X+ bnmsqnk u˙qh˙akd εe q˙mcnlkx-

Ehftqd 3-29 Rxmbgqnmhy˙shnm dqqnqr adsvddm mdsvnqj ’3-1-4( ˙mc ’3-1-5(

A˙rdc nm sgd fq˙og ˙anud+ vgdm rths˙akd εe u˙ktdr ˙qd rdkdbsdc+ ˙kk ne sgd
rs˙sdr dqqnq sdmc sn ydqn: ˙ksgntfg hm sghr o˙qshbtk˙q dw˙lokd+ sgd y,rs˙sd dqqnq
sdmcr sn ydqn rknvdq sg˙m sgd nsgdq svn+ vghbg qdpthqdr k˙qfdq ε u˙ktd- Sgtr+ svn
mnmhcdmshb˙k mdsvnqjr ˙bghdud rxmbgqnmhy˙shnm-
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AgWosdq 4

Mdsvnqj Aktrsdq RxmbgqnmhyWshnm
Sdbgmhptdr

4-0 Aktrsdq RxmbgqnmhyWshnm Enq CdkWxdc bnl)

okdw Mdsvnqjr ThW NdqhnchbWkkx Hmsdqlhssdms

Nhmmhmf Anmsqnk

0- Hmsqnctbshnm

¿r chrbtrrdc oqduhntrkx+ hm fdmdq˙k+ M khmd˙qkx bntokdc hcdmshb˙k rxrsdlr vhsg
dwsdqm˙k bnmsqnk b˙m ad cdrbqhadc ˙r9

ŵe ; e’we( *

M∫

i80

Zei�wi * te. h ; 0. 1. .... M ’4-0-0(

vgdqd we’s( ; ’we0’s(. .... wem’s((
R ∈ Qm hr sgd rs˙sd udbsnq ne sgd hsg mncd+ e 9

Q · Qm → Qm hr ˙ rlnnsg mnmkhmd˙q udbsnq,u˙ktdc etmbshnm+ vghbg cdmnsdr sgd
cxm˙lhb˙k adg˙uhntq ne d˙bg tmbntokdc mncd:

M
i80 Zei�wi qdoqdrdmsr sgd khmd˙q

˙mc knb˙k bntokhmf ˙lnmf o˙hqr ne bnmmdbsdc mncdr+ vgdqd sgd onrhshud cdffmhsd
l˙sqhw � ; chZf’γ0. .... γm( cdmnsdr sgd hmmdq bntokhmf l˙sqhw+ ˙mc sgd mdsvnqj
snonknfx hr qdoqdrdmsdc ax sgd ntsdq bntokhmf l˙sqhw A ; ’Zei(M−M qdoqdrdms sgd
bntokhmf bnmffftq˙shnm ne sgd mdsvnqj+he sgdqd hr ˙ bnmmdbshnm adsvddm mncd h ˙mc
i ’h 6; i(+ sgdm Zei / .: Zei ; . nsgdqvhrd- te hr sgd dwsdqm˙k bnmsqnk+ he bnmsqnkkdqr
˙qd ˙ccdc nm nmkx ˙ rl˙kk eq˙bshnm ne mdsvnqj mncdr+ sgdm hs hr b˙kkdc sgd ohmmhmf
bnmsqnk oqnakdl-

Nm sgd nmd g˙mc+ he |we � xe| → . ˙r s → ∞+ h. i ; 0. .... M + vd r˙x sg˙s sgd
bnlokdsd rxmbgqnmhy˙shnm hr qd˙khydc- Nm sgd nsgdq g˙mc+ he sgd rds ne mncdr b˙m
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ad chuhcdc hmsn l mnmdlosx bktrsdqr ˙r9

{0. 1. .... M{ ; B0 ∪ B1 ∪ ... ∪ Bl ’4-0-1(

vgdqd B0 ; {0. .... q0{. B1 ; {q0 * 0. .... q1{. .... Bl ; {ql�0 * 0. ...M{ rtbg sg˙s
bntokdc mncdr hm sgd r˙ld bktrsdq b˙m ad rxmbgqnmhydc+ ats sgdqd hr mn rxmbgqn,
mhy˙shnm ˙lnmf chΩdqdms bktrsdqr+ sgdm sgd mdsvnqj hr r˙hc sn qd˙khyd sgd bktrsdq
rxmbgqnmhy˙shnm- Hm o˙qshbtk˙q+ vgdm l;0+ sgd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm hr sgd bnl,
okdsd rxmbgqnmhy˙shnm- Hm nqcdq sn ˙unhc tmcdrhq˙akd cxm˙lhb˙k adg˙uhntqr rtbg
˙r nrbhkk˙shnm ˙mc hmrs˙ahkhsx+ vd bnmrhcdq sgd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm ne khmd˙qkx
bntokdc rxrsdlr vhsg shld cdk˙x ax ohmmhmf odqhnchb˙kkx hmsdqlhssdms bnmsqnk9

ŵe ; e’we’s(. we’s� τ(( *

M∫

i80

Zei�wi * te. h ; 0. 1. .... M ’4-0-2(

Lnqdnudq+ vd vhkk hmudrshf˙sd he vd b˙m ˙ookx sgd ˙c˙oshud ˙ooqn˙bg ne sgdnbq˙shb˙k
qdrtksdc nm odqhnchb˙kkx hmsdqlhssdms bnmsqnk vhsg cdk˙x-

1- NqdkhlhmWqhdr

Cd�mhshnm 4-0-0- LWsqhw A ; ’Zei(
M
e.i80 hr rWhc sn adknmf sn bkWrr ¿0+ he sgd enk,

knvhmf bnmchshnmr Wqd rWshrffdc6
0- Zei / .+h 6; i+Zee ; �

M
i80.i ∈8e Zei . h ; 0. .... M :

1- ¿ hr hqqdctbhakd-
He A ∈ A0 hr rxlldsqhb+ sgdm ¿ adknmfr sn bkWrr ¿1-

Cd�mhshnm 4-0-1- LWsqhw A ; ’Zei( ∈ QM0−M1 hr rWhc sn adknmf sn bkWrr ¿2 he hsr

dWbg qnv,rtl hr ydqn+ h-d-+
M1

i80 Zei ; .. h ; 0. .... M0-

Cd�mhshnm 4-0-2- Rtoonrd A ∈ QM−M + sgd hmcdwdr 0+---+M bWm ad chuhcdc hmsn l
bktrsdqr cdffmdc ax ’4-0-1(+ Wmc sgd enkknvhmf enql gnkcr6

A ;

)



A00 A01 ... A0l
A10 A11 ... A1l
... ... ... ...
Al0 Al1 ... All



 ’4-0-3(

vgdqd Aei ∈ QΦqT�qT�0(−Φqi�qi�0(. q+ ; .+ qe hr cdffmdc ax ’4-0-1(+ Aee ∈ A0 Wmc
Aei ∈ A2+h 6; i ∈ 0. ....l Sgdm ¿ hr rWhc sn adknmf sn bkWrr ¿3-

Cd�mhshnm 4-0-3- Mdsvnqj ’4-0-2( vhsg M mncdr hr rWhc sn qdWkhyd bktrsdq rxm,
bgqnmhyWshnm+ he M mncdr bWm ad chuhcdc hmsn l bktrsdqr Wr cdffmdc ax ’4-0-1(+
rtbg sgWs+ enq Wmc mncd h ∈ Bj. j ; 0. ....l+ khls≤)→ |we’s( � rj’s(| ; . Wmc
khls≤)→ |rj’s(� rk’s(| ; .. k 6; j vgdqd rj’s( hr W sqWidbsnqx cdffmdc ax

r̂j’s( ; e’rj’s(. rj’s� τ(( ’4-0-4(
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:rrtloshnm 4-0-0- Sgd etmbshnm e’-+-( hr rWhc sn rWshrex sgd PT¿C bnmchshnm+
cdmnsdc Wr e’.. .( ∈ PTAC’N.∆0.∆1(+ he sgdqd dwhrs sgqdd onrhshud cdffmhsd chWfnmWk
lWsqhbdr N ; chZf’o0. .... om(+∆0 ; chZf’δ0. .... δm( Wmc ∆1 ; chZf’δ

−
0. .... δ

−
m(+ rtbg

sgWs enq Wmx w’s(. x’s( ∈ Qm+ sgd enkknvhmf bnmchshnm gnkcr6

Zw’s(� x’s([RN Ze’w’s(. w’s� τ((� e’x’s(. x’s� τ(([

≤ Zw’s(� x’s([RN∆0Zw’s(� x’s([*

Zw’s� τ(� x’s� τ([RN∆1Zw’s� τ(� x’s� τ([

’4-0-5(

IdllW 4-0-0- Rtoonrd A ∈ A0 Wmc ε , .- Sgdm+ sgdqd dwhrsr W onrhshud cdffmhsd
chWfnmWk lWsqhw Φ ; chZf’φ0. ....φM ( rtbg sgWs Aε ; A*chZf’ε. .... .( hr JxWotmnu
rsWakd+ h-d-+

ΦAε * AR
ε Φ , . ’4-0-6(

IdllW 4-0-1- Jds v’s( ad W mnmmdfWshud etmbshnm cdffmdc nm sgd hmsdquWk Zs+ �
τ.∞[+ Wmc ad bnmshmtntr nm sgd rtahmsdquWk Zs+.∞[- ¿rrtld sgWs sgd enkknvhmf
hmdptWkhsx gnkcr enq s ≥ s++

v̂’s( ≤ �Zv’s( * av’s� τ(. a / . ’4-0-7(

0- He Z / a+ sgdm
v’s( ≤ v̌s)dwo{�γ’s� s+({. s ≥ s+ ’4-0-8(

1- He Z , a+ sgdm
v’s( ≤ v̌s)dwo{η’s� s+ * τ({. s ≥ s+ ’4-0-0.(

vgdqd v̌s) ; rtos)�τ∗κ∗s)v’κ(. γ / . hr sgd rlWkkdrs qdWk qnns ne sgd dptWshnm

Z� γ � adwo{γτ{ ; . ’4-0-00(

Wmc η / . hr sgd tmhptd qnns ne sgd dptWshnm

� Z* adwo{�ητ{ ; η ’4-0-01(

MnsWshnm- He ˙kk dhfdmu˙ktdr ne ˙ l˙sqhw A ∈ QM−M ˙qd qd˙k+ sgdm vd rnqs sgdl ˙r
λ0’A( ≤ λ1’A( ≤ ... ≤ λM ’A(- ¿krn sgd rxlldsqhb˙k o˙qs ne l˙sqhw ¿ hr cdffmdc
˙r Ar ; ’A*AR (<1- ¿ rxlldsqhb qd˙k l˙sqhw ¿ hr onrhshud cdffmhsd ’rdlh,cdffmhsd(
he wRAw / .’≥ .( enq ˙kk mnmydqn w+ cdmnsd ˙r A / .’A ≥ .(- Sgdm Jqnmdbjdq
oqnctbs ne ˙mc M ax L l˙sqhw A ; ’Zei ˙mc ˙ o ax p l˙sqhw A hr sgd Mo ax Lp
l˙sqhw A ± A+ cdffmdc ˙r A ± A ; ’ZeiA(+ ˙mc sgd Jqnmdbjdq oqnctbs g˙r sgd
oqnodqsx ’A± A(’B ±C( ; ’AB(± ’AC(
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PdlWqj- Hm fdmdq˙k+ Zei / .’nq , .(. h 6; i hr qdf˙qcdc ˙r sgd bnnodq˙shud ’nq
bnlodshshud( qdk˙shnmrgho adsvddm mncd h ˙mc mncd i- Sgtr+ A ∈ A3 ld˙mr sg˙s
mncdr hm sgd r˙ld bktrsdq nmkx g˙ud bnnodq˙shud qdk˙shnmrgho+ vghkd mncdr adknmf,
hmf sn chΩdqdms bktrsdqr b˙m g˙ud ansg bnnodq˙shud ˙mc bnlodshshud qdk˙shnmrgho-
Enq sgd cdk˙xdc chΩdqdmsh˙k hmdpt˙khsx ’4-0-7(+ vgdm a ≤ .+ sgd rdbnmc sdql b˙m
ad itrs dmk˙qfdc sn ydqn+ rn a / . hr m˙stq˙k- ¿r enq o˙q˙ldsdq ˙+ vgdm Z / a+ hs
adbnldr sgd G˙k˙m˙x hmdpt˙khsx-

2- Aktrsdq rxmbgqnmhyWshnm vhsg rsWshb hmsdqlhssdms bnmsqnk

Bnmrhcdq sgd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm hm bnlokdw cxm˙lhb˙k mdsvnqjr vhsg cdk˙x
hr qd˙khydc ax odqhnchb˙k hmsdqlhssdms ohmmhmf bnmsqnk ˙r enkknvr9

ŵqj�0)0 ; e’wqj�0)0’s(. wqj�0)0’s� τ((

*

M∫

i80

Zqj�0)0.i�wi’s( * f�’rj’s(� wqj�0)0’s((

ŵe ; e’we’s(. we’s� τ(( *

M∫

i80

Zei�wi’s(. h ; qj�0 * 1. .... qj

s ∈ Zkω. kω * θ[. k ; .. 0. 1. ...

ŵe ; e’we’s(. we’s� τ(( *

M∫

i80

Zei�wi’s(. h ; 0. .... M

s ∈ Zkω * θ. ’k * 0(θ[. k ; .. 0. 1. ...

’4-0-02(
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vgdqd ˙rrtld sg˙s nmkx sgd ffqrs mncd hm d˙bg bktrsdq hr ohmmdc vhsg sgd r˙ld
bnmsqnk f˙hm: bnmrs˙ms rb˙k˙q f / . hr bnmsqnk f˙hm+ vghbg ld˙mr sgd ynnl bndfibhdms
ne bnmsqnk rsqdmfsg: ω / . hr sgd bnmsqnk odqhnc+ ˙mc θ / . hr b˙kkdc sgd bnmsqnk
vhcsg ’bnmsqnk ctq˙shnm(- Hm ˙cchshnm+ shld cdk˙x hr kdrr sg˙m sgd bnmsqnk vhcsg+
τ , θ-

Lnqdnudq+ he mncd h ∈ Bj+ cdmnsd de’s( ; we’s( � rj’s(+h ; qj�0 * 1. .... qj+
Dj’s( ; ’dqj�0)0’s(

R . .... dqG ’s(
R (R +

D’s( ; ’D0’s(
R . .... Dl’s(

R (R ˙mc E ’Dj’s(. Dj’s� τ(
; ’’e’wqj�0)0’s(. wqj�0)0’s� τ((� e’rj’s(. rj’s� τ(((R . ....
’e’wqj’s(. wqj’s� τ((� e’rj’s(. rj’s� τ(((R (R -
Sgdm enq 0 ≤ j ≤ l+ k;.+0+1+--- vd nas˙hm9

D̂j ; E ’Dj’s(. Dj’s� τ(( *

l∫

i80

’ ]Aji ± �(Di’s(. s ∈ Zkω. kω * θ[

D̂j ; E ’Dj’s(. Dj’s� τ(( *

l∫

i80

’Aji ± �(Di’s(. s ∈ Zkω * θ. ’k * 0(θ[

’4-0-03(

vgdqd rta,l˙sqhbdr ]Aji ˙qd cdffmdc ˙r

]Aji ; Aji . j 6; i

]Aji ; Ajj � chZf’f. .. .... .(. j ; i
’4-0-04(

Etqsgdqlnqd+ a˙rdc nm ’4-0-04( ˙mc Kdll˙ 3-0-0+ sgdqd dwhrs onrhshud cdffmhsd
ch˙fnm˙k l˙sqhbdr

Φj ; chZf’φqj�0)0. ....φqj(. j ; 0. ....l ’4-0-05(

rtbg sg˙s
Φj

]Ajj * ]AR
jjΦj , . ’4-0-06(

Vhsgnts knrr ne fdmdq˙khsx+ vd ˙kv˙xr ˙rrtld sg˙s lZwMe80φe ; 0- Cdmnsd Z0 ;
lZwme80

δ
γ
+

Ǎ ;

)


’Φ0 ]A00(

r * Z0Φ0 · · · ∆0,0k),Nk0∆k
1

---
- - -

---
∆k,k0),N0k∆0

1
· · · ’Φl

]All(
r * Z0Φl



 ’4-0-07(

¿
ˇ
;

)


’Φ0A00(

r * Z0Φ0 · · · ∆0,0k),Nk0∆k
1

---
- - -

---
∆k,k0),N0k∆0

1
· · · ’ΦlAll(

r * Z0Φl



 ’4-0-08(
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Sgdnqdl 4-0-2- Rtoonrd e’.. .( ∈ PTAC’N.∆0.∆1( Wmc τ , θ gnkcr- Sgdm
khmdWqkx bntokdc mdsvnqjr ’4-0-02( vhsg odqhnchbWkkx hmsdqlhssdms ohmmhmf bnmsqnk
bWm qdWkhyd bktrsdq rxmbgqnmhyWshnm tmcdq sgd enkknvhmf bnmchshnmr6
0- �Z2 , a , Z1
1- γ’θ � τ(� η’ω � θ * τ( / .
vgdqd Z1 ; �1lhmme80γeλM ’Ǎ(+ a ; 1lZwme80δ

−
e / .+ Wmc

Z2 ; 1lhmme80γeλM ’¿fi
(.λM ’¿

fi
( , .

Z2 ; 1lZwme80γeλM ’¿fi
(.λM ’¿

fi
( ≥ .

’4-0-1.(

Wmc η / . hr sgd tmhptd qnns ne sgd dptWshnm6

Z2 * adwo�ητ ; η ’4-0-10(

Wmc γ / . hr sgd rlWkkdrs qdWk qnns ne sgd dptWshnm6

Z1 � γ � adwoγτ ; . ’4-0-11(

Nqnne- Eqnl sgd cdffmhshnm ne ∆0 ˙mc �+ nmd b˙m fds δe ; γe
δT
γT
enq ˙mx h;0+---+m:

sgtr δ0 ≤ Z0�+ vgdqd Z0 ; lZwme80
δT
γ
- Cdffmd sgd Kx˙otmnu etmbshnm ˙r

U ’s( ;
0

1

l∫

j80

DR
j ’s(’Φj ± N (Dj’s( ’4-0-12(
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Sgdm vgdm s ∈ Zkω. kω * θ[+ k;.+0+1+---

Û ’s( ;

l∫

j80

DR
j ’s(’Φj ± N (D̂j’s(

;

l∫

j80

DR
j ’s(’Φj ± N (ZE ’Dj’s(. Dj’s� τ(( *

l∫

i80

’ ]Aji ± �(Di’s([

;

l∫

j80

qj∫

e8qj�0)0

φe’we’s(� rj’s((
RN Ze’we. we’s� τ((� e’rj’s(. rj’s� τ(([

*

l∫

j80

l∫

i80

DR
j Z’Φj

]Aji(± ’N�([Di’s(

≤
l∫

j80

DR
j ZΦj ± ’N∆0([Dj’s( *

l∫

j80

DR
j ’s� τ(ZΦj ± ’N∆1([Dj’s� τ(

*

l∫

j80

l∫

i80

DR
j ’s(Z’Φj

]Aji(± ’N�([Di’s(

≤
l∫

j80

DR
j ZZ0Φj ± ’N�([Dj’s( *

l∫

j80

l∫

i80

DR
j ’s(Z’Φj

]Aji(± ’N�([Di’s(

*

l∫

j80

DR
j ’s� τ(ZΦj ± ’N∆1([Dj’s� τ(

≤ DR ’s(ZǍ± ’N�([D’s(

*lZw0∗e∗mγ
−

e

l∫

j80

DR
j ’s� τ(ZΦj ± N [Dj’s� τ(

≤ 1lhm0∗e∗mγeλM ’Ǎ(U ’s( * 1lZw0∗e∗mγ
−

eU ’s� τ(

; �Z1U ’s( * aU ’s� τ(

’4-0-13(

Rhmbd Z1 / a / .+ eqnl Kdll˙ 3-0-1 vd nas˙hm

U ’s( ≤ Ǔ ’kω(dwo{�γ’s� kω({ ’4-0-14(

vgdqd Ǔ ’kω( ; rtokω�τ∗κ∗kωU ’κ(+γ / . hr cdffmdc ax ’4-0-11(
Rhlhk˙qkx enq s ∈ Zkω * θ. ’k * 0(θ[. k ; .. 0. 1. ...+ vd g˙ud

Û ’s( ≤ DR ’s(Z¿
ˇ
± ’N�([D’s( * 1lZw0∗e∗mγ

−

eU ’s� τ(

≤ Z2U ’s( * aU ’s� τ(
’4-0-15(

Rhmbd a / �Z2+ eqnl Kdll˙ 3-0-1 vd nas˙hm

U ’s( ≤ Ǔ ’kω * θ(dwo{η’s� kω � θ * τ({ ’4-0-16(
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vgdqd η / . hr cdffmdc ax ’4-0-10(- Etqsgdqlnqd+ drshl˙sd U’s( a˙rdc nm ’4-0-14(+’4-0-15(
˙mc τ , θ9

0-U ’s( ≤ Ǔ ’.(dwo{�γs{ enq . ≤ s ≤ sgdsZ
1-U ’s( ≤ Ǔ ’θ(dwo{η’s� θ * τ({ ≤ Ǔ ’.(dwo{η’s� θ * τ(� γ’θ � τ({

Ax hmctbshnm+ vd b˙m cdqhud sgd drshl˙shnmr ne U’s( enq ˙mx hmsdfdq k9

˙- enq ˙mx shld s+ he kω ≤ s ≤ kω * θ. k ; .. 0. ...+ sgdm U ’s( ≤ Ǔ ’.(dwo{�γZs� k’ω � θ * τ([ * kη’ω �
˙mc vd nas˙hm U ’s( ≤ Ǔ ’.(dwo{�Zγ’θ � sZt(� η’ω � θ * τ([ s

ω
{ hm sgd b˙rd ne

kω ≤ s-
a- He kω*θ , s , ’k*0(ω. k ; .. 0. ...+ sgdm U ’s( ≤ Ǔ ’.(dwo{η’s� ’k * 0(’θ � τ((� γ’k * 0(’θ � τ({
˙mc vd nas˙hm U ’s( ≤ Ǔ ’.(dwo{�Zγ’θ � sZt(� η’ω � θ * τ([ s

ω
{ hm sgd b˙rd ne

s ≤ ’k * 0(ω-

Sgdqdenqd+ enq ˙mx s ≥ .+ vd g˙ud9
U ’s( ≤ Ǔ ’.(dwo{�Zγ’θ � sZt(� η’ω � θ * τ([ s

ω
{: vghbg ld˙mr ˙r γ’θ�τ(�η’ω�

θ* τ( / .+ de’s( → . vgdm s→ ∞- Gdmbd sgd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm hr qd˙khydc-

PdlWqj- A˙rdc nm ’4-0-11(+ γ hmbqd˙rdr ˙r Z1 hmbqd˙rdr: gdmbd hm nqcdq sn l˙jd
γ’θ � τ( � η’ω � θ * τ( / .+ vd g˙ud sn l˙jd Z1 k˙qfd dmntfg ˙r vdkk ˙r λM ’Ǎ(
hr mdf˙shud dmntfg- Ld˙mvghkd+ rhmbd ’ΦjǍjj(. j ; 0. ....l ˙qd mdf˙shud cdffmhsd+
sgtr l˙jhmf hs k˙qfd dmntfg hr sgd dΩdbshud v˙x sn ˙bghdud bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm-

3- Aktrsdq rxmbgqnmhyWshnm vhsg WcWoshud hmsdqlhssdms bnmsqnk
Sgd ˙c˙oshud ldsgnc ˙kknvr sgd hmsdqlhssdms bnmsqnk f˙hm f sn ad shld u˙qxhmf

khjd f ·G’s(+ sgdm hmsqnctbd sgd enkknvhmf kdll˙ sn rtoonqs sgd sgdnqdshb˙k qdrtks-

IdllW 4-0-3- Rtoonrd

ŵs ;L’w’s(. w’s� τ((�G’s(w’s( ’4-0-17(

vgdqd w ∈ Q+L’.. .( 9 Q·Q → Q hr bnmshmtntr Wmc rWshrffdr wL’w’s(. w’s� τ(( ≤
KGw

1’s( * zKGw
1’s� τ(+ vgdqd KG / .. zKG / .+ Wmc L’.. .( ; .- Etmbshnm

G’s( 9 {. ∪ Q) → Q hr sgd WcWoshud hmsdqlhssdms eddcaWbj bnmsqnk fWhm cdffmdc Wr6

G’s( ; .. s ; .

G’s( ; G’kω * θ(. s ; ’k * 0(ω

G’s( ; .. kω * θ , s , ’k * 0(ω

’4-0-18(

Wmc
Ĝ’s( ; l˙w

s�τ∗κ∗s
w1’κ(. kω ≤ s ≤ kω * θ ’4-0-2.(

7.



vgdqd k;.+0+---+ sgdm khls≤→ w’s( ; .-

A˙rdc nm rxrsdl ’4-0-02(+ sgd cxm˙lhb˙k adg˙uhnq vhsg ˙c˙oshud hmsdqlhssdms
ohmmhmf bnmsqnk hr cdrbqhadc ˙r enkknvr9

ŵqj�0)0 ; e’wqj�0)0’s(. wqj�0)0’s� τ((

*

M∫

i�Aj

Zqj�0)0.i�wi’s( *G’s(

M∫

i∞Aj

Zqj�0)0.i�wi’s(

* fG’s(�’rj’s(� wqj�0)0’s((

ŵe ; e’we’s(. we’s� τ(( *

M∫

i�Aj

Zei�wi’s( *G’s(

M∫

i∞Aj

Zei�wi’s(

h ; qj�0 * 1. .... qj. s ∈ Zkω. kω * θ[. k ; .. 0. 1. ...

ŵe ; e’we’s(. we’s� τ(( *

M∫

i80

Zei�wi’s(. h ; 0. .... M

s ∈ Zkω * θ. ’k * 0(θ[. k ; .. 0. 1. ...

’4-0-20(

Vhsg sgd r˙ld mns˙shnmr ˙r sgnrd hm Sgdnqdl 3-0-2+ enq 0 ≤ j ≤ l+ vd g˙ud

D̂j ; E ’Dj’s(. Dj’s� τ(( *

l∫

i80.i ∈8j

’ ]Aji ± �(Di’s(

*G’s(

l∫

i80.i ∈8j

’ ]Ajj ± �(Dj’s(

s ∈ Zkω. kω * θ[. k ; .. 0. 1. ...

D̂j ; E ’Dj’s(. Dj’s� τ(( *

l∫

i80

’Aji ± �(Di’s(

s ∈ Zkω * θ. ’k * 0(θ[. k ; .. 0. 1. ...

’4-0-21(

vgdqd sgd ˙c˙oshud bnmsqnk f˙hm G’s( hr cdffmdc ax ’4-0-18( vhsg sgd ˙c˙oshud qtkd9

Ĝ’s( ; g

l∫

j80

qj∫

qj�0)0

l˙w
s�τ∗κ∗s

|we’κ(� rj’κ(|1 ’4-0-22(

vgdqd g / . ˙mc kω ≤ s ≤ kω * θ+ k;.+0+1+---
Etqsgdqlnqd+ ˙ookx Kdll˙ 3-0-3 sn rxrsdl ’4-0-20(+ sgd enkknvhmf sgdnqdl ne

sgd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm vhsg ˙c˙oshud hmsdqlhssdms bnmsqnk hr hmsqnctbdc9
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Sgdnqdl 4-0-4- He etmbshnm e’.. .( rWshrffdc sgd PT¿C bnmchshnm Wmc τ , θ+ sgdm
khmdWqkx bntokdc mdsvnqjr ’4-0-21( vhsg WcWoshud qtkdr ’4-0-18( Wmc ’4-0-22( bWm
qdWkhyd bktrsdq rxmbgqnmhyWshnm-

Nqnne- Vd b˙m ffqrs qdvqhsd ’4-0-21( ˙r9

D̂’s( ; E ’D’s(. D’s� τ(( * ’ zA± �(’s( *G’s(’Ǎ± �(D’s(

s ∈ Zkω. kω * θ[. k ; .. 0. 1. ...

D̂’s( ; E ’D’s(. D’s� τ(( * ’A± �(D’s(

s ∈ Zkω * θ. ’k * 0(θ[. k ; .. 0. 1. ...

’4-0-23(

vgdqd zA ; ]A� Ǎ ˙mc Ǎ ; chZf’ ]A00. .... ]All(- Sgdm cdffmd ˙ etmbshnm9

Ě ’D’s(. D’s� τ(( ; E ’D’s(. D’s� τ(( * ’ zA± �(D’s(

s ∈ Zkω. kω * θ[

Ě ’D’s(. D’s� τ(( ; E ’D’s(. D’s� τ(( * ’A± �(D’s(

s ∈ Zkω * θ. ’k * 0(θ[

’4-0-24(

vghbg ’4-0-23( b˙m ad rs˙sdc ˙r9

D̂’s( ; Ě ’D’s(. D’s� τ(( *G’s(’Ǎ± �(D’s( ’4-0-25(

Lnqdnudq+ cdffmd
K0 ; l˙w0∗e∗m δe *l˙w0∗m γe ·l˙w{|A|1. | zA|1{+
K1 ; l˙w0∗e∗m δ

−
e- Sgdm9

D’s(R ’H ± N (Ě ’D’s(. D’s� τ((

≤ D’s(R ’H ± N (E ’D’s(. D’s� τ((

* l˙w
0∗m

γe ·l˙w{|A|1. | zA|1{D’s(R ’H ± N (D’s(

≤ l˙w
0∗m

δeD’s(
R ’H ± N (D’s( * l˙w

0∗m
δ
−

eD’s� τ(R ’H ± N (D’s� τ(

* l˙w
0∗m

γe ·l˙w{|A|1. | zA|1{D’s(R ’H ± N (D’s(

’4-0-26(
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K˙rskx+ vd bgnnrd sgd Kx˙otmnu b˙mchc˙sd ˙r9
U ’s( ; 0

1
D’s(R ’Φ± N (D’s(+ vgdqd Φ hr cdffmdc hm ’4-0-05(+ sgdm

Û ’s( ; 1D’s(R ’Φ± N (ZĚ ’D’s(. D’s� τ(( *G’s(’Ǎ± �(D’s([

; 1D’s(R ’Φ± N (Ě ’D’s(. D’s� τ((

* 1G’s(D’s(R ’Φ± N (’Ǎ± �(D’s(

≤ D’s(R ’H ± N (Ě ’D’s(. D’s� τ((� 1}λ×} lhm
0∗e∗m

γeG’s(U ’s(

’4-0-27(

vgdqd λ× ; l˙wj80.....l λqj{Φj
]Ajj{r , .-

Bnmrdptdmskx+ eqnl sgd qdrtksr ne Kdll˙ 3-0-3+ vd ˙qd ˙akd sn nas˙hm khls≤→ U ’s( ;
.+ vghbg ld˙mr khls≤→D’s( ; .- Sgtr+ bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm hr qd˙khydc-

PdlWqj-
0- Vgdm l;0+ sgd bntokdc mdsvnqj ’4-0-21( vhsg ˙c˙oshud qtkdr ’4-0-18( ˙mc
’4-0-22( kd˙cr sn bnlokdsd rxmbgqnmhy˙shnm vhsg ˙c˙oshud hmsdqlhssdms bnmsqnk-
1- He e;.+ sgdm bntokdc mdsvnqj ’4-0-21( vhsg ˙c˙oshud qtkdr ’4-0-18( ˙mc ’4-0-22(
b˙m qd˙khyd bktrsdq bnmrdmrtr-

4- MtldqhbWk RhltkWshnm
Bnmrhcdq ˙ khmd˙qkx bntokdc vhsg cdk˙x+ ˙mc rtoonrd sgd mdsvnqj b˙m ad chuhcdc

hmsn svn bktrsdqr9 B0 ; {0. 1{+ B1 ; {2. 3. 4{- Rtoonrd sgd hmsdqlhssdms bnmsqnkkdqr
vhsg bnmrs˙ms bnmsqnk f˙hm f;0 ˙qd ˙ccdc sn mncdr 0 ˙mc 2 nmkx+ sgdm sgd mdsvnqj
b˙m ad cdrbqhadc ˙r enkknvr9

ŵ0’s( ; e’w0’s(. w0’s� τ(( *

4∫

i80

Z0i�wi’s( * �’r0’s(� w0’s((

ŵ2’s( ; e’w2’s(. w2’s� τ(( *

4∫

i80

Z2i�wi’s( * �’r1’s(� w2’s((

ŵe’s( ; e’we’s(. we’s� τ(( *

4∫

i80

Zei�wi’s(. h ; 1. 3. 4

s ∈ Zkω. kω * θ[. k ; .. 0. 1. ...

ŵe’s( ; e’we’s(. we’s� τ(( *

4∫

i80

Zei�wi’s(. h ; 0. 1. 2. 3. 4

s ∈ Zkω * θ. ’k * 0(ω[. k ; .. 0. 1. ...

’4-0-28(

vgdqd sq˙idbsnqhdr re’s( ˙qd cdffmdc ax r̂e’s( ; e’re’s(. re’s((- Sgdm sgd dqqnq mds,
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vnqj b˙m ad nas˙hmdc ˙r9

D̂0’s( ; E ’D0’s(. D0’s� τ(( * ’ ]A00 ± �(D0’s( * ’ ]A01 ± �(D1’s(

D̂1’s( ; E ’D1’s(. D1’s� τ(( * ’ ]A10 ± �(D0’s( * ’ ]A11 ± �(D1’s(

hes ∈ Zkω. kω * θ[. k ; .. 0. 1. ...

D̂0’s( ; E ’D0’s(. D0’s� τ(( * ’A00 ± �(D0’s( * ’A01 ± �(D1’s(

D̂1’s( ; E ’D1’s(. D1’s� τ(( * ’A10 ± �(D0’s( * ’A11 ± �(D1’s(

hes ∈ Zkω * θ. ’k * 0(ω[. k ; .. 0. 1. ...

’4-0-3.(

Lnqdnudq+ vd rds to u˙ktdr ne rdqhdr ne o˙q˙ldsdqr mddcdc ˙r enkknvr9 ]A ; A00 �

chZf’f. .( ;

�
�0 0
1 �1

(
�
�
0 .
. .

(
;

�
�1 0
1 �1

(
+ ]A01 ; A01 ;

�
1 2 4
. 3 �3

(
+

]A10 ; A10 ;

)


�1 1
�1 1
2 �2



+ ]A11 ; A11 � chZf’f. .. .( ;

)


�0 0 .
. �0 0
0 0 �1



 �
)


0 . .
. . .
. . .



 ;

)


�1 0 .
. �0 .
0 0 �1



 ˙mc sgd cxm˙lhbr ne tmbntokdc rxrsdl hr cd,

rbqhadc ax Bgt˙ nrbhkk˙snq9

ŵ’s( ; e’w’s(. w’s� τ(( ; Bw’s( * f0’w’s(( * f1’w’s� τ(( ’4-0-30(

vgdqd w’s( ; ’w0’s(. w1’s(. w2’s((R ∈ Q2+B ;

)


�δ’0 * a( δ .

0 �0 0
. �η �%



+ f0’w’s(( ;

’�0
1
δ’Z�a(’}w0’s(*0}�}w0’s(�0}(. .. .(R ∈ Q2+ f1’w’s�τ(( ; ’.. ..�ηδrhm’uw0’s� τ(((R ∈

Q2+ ˙mc δ ; 0.+η ; 08.42+% ; ..0525+Z ; �0.3214+a ; �..6720+u ; ..4+δ ;
..1+τ ; ...1- Lnqdnudq+ ˙rrtld O;H ˙mc d’s( ; w’s( � r’s( ; ’d0’s(. d1’s(. d2’s((R

sn fds ˙ooqnoqh˙sd δ0+δ1 r˙shrexhmf PT¿C bnmchshnm9

Zw’s(� r’s([R Ze’w’s(. w’s� τ((� e’r’s(. r’s� τ(([

≤ 00.2820d’s(R d’s( * ..8654d’s� τ(R d’s� τ(
’4-0-31(

˙mc ˙rrtld � ; H+ ω ; 1+ θ ; 0: Φ0 ; H+ Φ1 ; ..1133 ∗ H ax KLH snnkr-
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Ehftqd 4-09 Dqqnq mdsvnqj vhsg bktrsdq 0

Ehftqd 4-19 Dqqnq mdsvnqj vhsg bktrsdq 1

Sgd ffftqd 0 ˙mc 1 rgnv sgd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm b˙mmns ad qd˙khydc- A˙rdc
nm Sgdnqdl 0+ rhmbd gdqd vd g˙ud Z2 ; 14.7807+ a ; 0.842+ Z1 ; �13.8725+ sgdm
�Z2 , a , Z1 hr e˙krd- Sgdqdenqd+ vd hmbqd˙rd sgd rb˙kd ne ’Φjj

]Ajj(
r ax ˙ onrhshud

bnmrs˙ms b- ’h-d-+ b;53.(
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Ehftqd 4-29 Dqqnq mdsvnqj vhsg bktrsdq 0

Ehftqd 4-39 Dqqnq mdsvnqj vhsg bktrsdq 1

Sgd ffftqd 2 ˙mc 3 rgnv sgd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm hr qd˙khydc udqx e˙rs vhsg
dqqnqr qdctbd sn ydqn hm ˙ rgnqs shld-
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PdlWqj- Ehqrs ne ˙kk+ rhmbd vd ˙qd cd˙khmf vhsg khmd˙qkx bntokdc hcdmshb˙k rxrsdlr+
vd b˙m bgnnrd sgd ¯ffqrs¯ mncd hm d˙bg bktrsdq eqddkx: sgd rs˙ahkhsx adg˙uhnqr l˙x
u˙qx ax rdsshmf chΩdqdms mncdr hm d˙bg bktrsdq nsgdqvhrd: gnvdudq+ hm sghr o˙odq+
mn l˙ssdq sgd cxm˙lhb˙k adg˙uhntqr ˙lnmf mncdr ˙qd hcdmshb˙k nq mns+ sgdx ˙qd ˙kk
nas˙hmdc sn r˙shrex sgd PT¿C bnmchshnm ˙mc Φj

]Ajj , . mdf˙shud dmntfg+ gdmbd
sgdqd vhkk ad mn rhfmhffb˙ms chΩdqdmbd ax ˙rrhfmhmf bnmsqnkkdq sn chΩdqdms mncdr-
Rdbnmckx+ rhmbd cxm˙lhbr ne ˙kk mncdr ˙qd hcdmshb˙k hm sgd mtldqhb˙k dw˙lokd ˙r
vdkk ˙r sgd cxm˙lhbr ˙qd bg˙nshb ’Bgt˙ nrbhkk˙snq(+ vd b˙m bgnnrd chrshmbs hmhsh˙k
cxm˙lhb˙k bnmchshnmr sn dmrtqd re’s( ˙qd chrshmbs dudm sgdx ˙qd mns o˙qshbtk˙qkx
fhudm hm sgd o˙odq- ¿s k˙rs+ dudm sgd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm hr qd˙khydc+ sgd u˙ktd
ne b hr ltbg k˙qfdq sg˙m vd mddc hm e˙bs: sgtr vd b˙m ˙ookx sgd ˙c˙oshud bnmsqnkkdq
fG’s( a˙rdc nm Sgdnqdl 3-0-4+ hm sghr b˙rd vhsg ˙c˙oshud qtkdr ’L˙sk˙a bncd
nlhssdc(9

Ĝ’s( ; ..0 ∗ l˙w
s�τ∗κ∗s

’

1∫

e80

|we’κ(� r0’κ(|

*

4∫

e82

|we’κ(� r0’κ(|(
’4-0-32(

Ehftqd 4-49 Dqqnq mdsvnqjr ne ansg bktrsdqr vhsg ˙c˙oshud bnmsqnkkdq G’s(

Eqnl ffftqd 4+ hs nmkx qdpthqdr bnmsqnk f˙hm sn ad ˙ooqnwhl˙sdkx 05-8117 sn
qd˙khyd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm+ vghbg hr hmcddc e˙q kdrr sgdm 53. vhsg rs˙shb hmsdq,
lhssdms bnmsqnk f˙hm- Hm fdmdq˙k+ ˙c˙oshud hmsdqlhssdms bnmsqnk hr lnqd oq˙bshb˙k
˙mc dbn,eqhdmckx-
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4-1 Hlotkrhud bktrsdq rxmbgqnmhyWshnm ne bgWnshb

rxrsdlr rtaidbs sn shld cdkWx

0- Hmsqnctbshnm
¿r ˙m dwsdmrhnm ne ansg bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm Z13[ ˙mc hlotkrhud rxmbgqnmhy˙,

shnm Z14[+ vd hmudrshf˙sd sgd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm uh˙ hlotkrhud bnmsqnk- Ctd sn
sgd bnlokhb˙shnm ne cdqhuhmf sgdnqdshb˙k ˙m˙kxrhr+ gnvdudq+ vd vhkk l˙hmkx s˙jd ˙c,
u˙ms˙fd ne mtldqhb˙k rhltk˙shnm hm nqcdq sn dw˙l sgd oqnodqshdr vghbg kd˙c sn sgd
rxmbgqnmhy˙shnm-

1- Lncdk bnmrsqtbshnm
¿bbnqchmf sn Z13[+ bnmrhcdq ˙ khmd˙qkx bntokdc mdsvnqj vhsg cdk˙x+ ˙mc rtoonrd

sgd mdsvnqj b˙m ad chuhcdc hmsn svn bktrsdqr9 B0 ; {0. 1{ ˙mc B1 ; {2. 3. 4{+
vgdqd 0+1+2+3+4 qdoqdrdms ffud mncdr- Ld˙mvghkd+ sgd cxm˙lhb˙k rxrsdl enq d˙bg
mncd hr bgnrdm sn ad9

t̂’s( ; t’s( * Φ1’t’s(. w’s� τ(. t’s� q((. s 6; τj

∆t’s( ; �Ajd’s(
’4-1-0(

vgdqd hs hr sgd qdbdhudq dmc ne Bg˙nr,a˙rdc bnlltmhb˙shnm rxrsdl hm Z1[- ¿mc
rhmbd hs hr cdodmcdms nm sgd sq˙mrlhssdq dmc9

ŵ’s( ; Aw’s( * Φ0’w’s(( ’4-1-1(

˙mc vd g˙ud svn bktrsdqr+ gdmbd vd hmsqnctbd svn chrshmbs sq˙mrlhssdq rxrsdlr9
nmd bnmmdbsr sn svn qdbdhudq mncdr+ ˙mc sgd nsgdq bnmmdbsr sgqdd qdbdhudq mncdr-

PdlWqj- Rhmbd sgd bnmsqnkkdq ˙kqd˙cx dwhrsr sn ad sgd hlotkrhud bnmsqnkkdq nm
d˙bg rhmfkd mncd+ vd vhkk enbtr nm cdsdqlhmhmf sgd oqnodq bntokhmf l˙sqhw sn qd˙k,
hyd bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm mtldqhb˙kkx: enq rhlokhbhsx+ vd vhkk jddo sgd cxm˙lhb˙k
rxrsdlr enq ˙kk mncdr hm sgd r˙ld bktrsdq hcdmshb˙k- Ax hmrodbshnm+ vd dwodbs sgd
bntokhmf l˙sqhw vghbg r˙shrex dhsgdq sgd bnmchshnmr hm Sgdnqdl 0 nq Cdffmhshnm 2
hm Z14[+ bntkc dΩdbs sgd hlotkrhud bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm ˙r vdkk-
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2- MtldqhbWk rhltkWshnm
O˙qshbtk˙qkx+ vd rds to sgd enkknvhmf svn sq˙mrlhssdq rxrsdlr+ bnmrhcdq sgd

Bgt˙ bhqbths9

ŵ0 ; Z0Zw1 � g’w0([

ŵ1 ; w0 � w1 * w2

ŵ2 ; �Z1w1
’4-1-2(

vgdqd g’w0( ; l0w0 *
0
1
’l+ � l0(’}w0 * Z2} � }w0 � Z2}(- Sgd ffqrs rxrsdl vhsg

Z0 ; 8+Z1 ; 03.175+Z2 ; 0+l+ ; �0
6
+l0 ;

0.4
6
: ˙mc sgd rdbnmc nmd vhsg Z0 ;

8+Z1 ; 03.175+Z2 ; 0+l+ ; �76 +l0 ;
4
6
-

Mnshbd sg˙s ˙bbnqchmf sn Z14[ ˙mc enkknvhmf fq˙ogr+ sgd hlotkrhud rxrsdl rxm,
bgqnmhy˙shnm g˙r addm ˙bghdudc enq ansg sq˙mrlhssdq rxrsdlr vhsg sgdhq bnqqdronmc,
hmf qdbdhudq rxrsdlr9

Ehftqd 4-59 Hlotkrhud rxmbgqnmhy˙shnm vhsg ffqrs sq˙mrlhssdq

Ehftqd 4-69 Hlotkrhud rxmbgqnmhy˙shnm vhsg rdbnmc sq˙mrlhssdq
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AWrd 0- Hm sghr b˙rd+ sgd enkknvhmf bntokhmf l˙sqhw vghbg gnkcr ˙kk bnmchshnmr ne
Sgdnqdl 0 ˙mc Cdffmhshnm 2 hm Z13[ enq sgd ffud qdbdhudq mncdr9

A ;

)



�032.505 032.505 1 2 �4
176.121 �176.121 . 3 �3
�1 1 �53. 53. .
�1 1 . �53. 53.
2 �2 53. 53. �017.




’4-1-3(

Ehftqd 4-79 Dqqnqr adsvddm mncd 0 ˙mc 1

Ehftqd 4-89 Dqqnqr adsvddm mncd 2 ˙mc 3

8.



Ehftqd 4-0.9 Dqqnqr adsvddm mncd 2 ˙mc 4

Ehftqd 4-009 Dqqnqr adsvddm mncd 3 ˙mc 4

A˙rdc nm sgd fq˙ogr ˙anud+ sgd mtldqhb˙k rhltk˙shnmr hmchb˙sd sg˙s sgd bntokhmf
l˙sqhw vghbg r˙shrex ansg sgd bnmchshnmr hm Sgdnqdl 0 ˙mc Cdffmhshnm 2 hm Z13[
fdmdq˙sdr hlotkrhud bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm- Ctd sn sgd bgnhbd ne l˙sqhw+ sgd
dqqnqr bnmudqfd sn ydqn q˙ohckx-
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AWrd 1- Hm sghr b˙rd+ vd bnmrhcdq sgd bntokhmf l˙sqhbdr vgdqd Cdffmhshnm 2 gnkcr
ats e˙hkr sn gnkc ˙kk bnmchshnmr hm Sgdnqdl 0 hm Z13[- ’h-d-+ Zee ; �

M
i80.i ∈8e Zei . h ;

0. ... M(9

A0 ;

)



�0 0 1 2 �4
1 �1 . 3 �3
�1 1 �0 0 .
�1 1 . �0 0
2 �2 0 0 �1




’4-1-4(

A1 ;

)



4 �4 3 2 �0
1 �1 . 3 �3
�1 1 �0 0 .
�1 1 . �0 0
0 �0 . 0 �0




’4-1-5(

¿09

Ehftqd 4-019 Dqqnqr adsvddm mncd 0 ˙mc 1
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Ehftqd 4-029 Dqqnqr adsvddm mncd 2 ˙mc 3

Ehftqd 4-039 Dqqnqr adsvddm mncd 2 ˙mc 4
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Ehftqd 4-049 Dqqnqr adsvddm mncd 3 ˙mc 4

¿19

Ehftqd 4-059 Dqqnqr adsvddm mncd 0 ˙mc 1
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Ehftqd 4-069 Dqqnqr adsvddm mncd 2 ˙mc 3

Ehftqd 4-079 Dqqnqr adsvddm mncd 2 ˙mc 4
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Ehftqd 4-089 Dqqnqr adsvddm mncd 3 ˙mc 4

A˙rdc nm sgd fq˙ogr ˙anud+ sgd mtldqhb˙k rhltk˙shnmr hmchb˙sd he nmkx sgd
Cdffmhshnm 2 hm Z13[ gnkcr+ svn noonrhsd dqqnq adg˙uhntqr nbbtq- Sghr rtffdrsr
sgdqd dwhrsr lnqd e˙bsnqr sn bnmrhcdq vgdm cdrhfmhmf sgd bntokhmf l˙sqhw+ ˙mc hsr
sgdnqdshb˙k ˙m˙kxrhr b˙m ad ˙ onsdmsh˙k qdrd˙qbg ˙qd˙ sn dwoknqd hm sgd etstqd-
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AWrd 2- Hm sghr b˙rd+ vd bnmrhcdq sgd bntokhmf l˙sqhw vgdqd ansg Cdffmhshnm 2
˙mc ˙kk bnmchshnmr hm Sgdnqdl 0 hm Z13[ e˙hkr9

A ;

)



�4 0 1 3 �4
1 �1 . 4 �3
�1 3 �0 1 .
�1 4 1 �0 0
2 �2 6 0 �1




’4-1-6(

Ehftqd 4-1.9 Dqqnqr adsvddm mncd 0 ˙mc 1

Ehftqd 4-109 Dqqnqr adsvddm mncd 2 ˙mc 3
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Ehftqd 4-119 Dqqnqr adsvddm mncd 2 ˙mc 4

Ehftqd 4-129 Dqqnqr adsvddm mncd 3 ˙mc 4

A˙rdc nm sgd fq˙ogr ˙anud+ sgd mtldqhb˙k rhltk˙shnmr hmchb˙sd sgd hlotkrhud
bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm b˙mmns ad qd˙khydc he ansg qdpthqdldmsr e˙hk-

PdlWqj- Dudm sgd o˙ssdqm ne mtldqhb˙k rhltk˙shnm hr khlhsdc vhsgnts bnlahm,
hmf sgd sgdnbq˙shb˙k qdrtksr+ ats hs rshkk qdud˙kr sg˙s Sgdnqdl 0 ˙mc Cdffmhshnm 2
hm Z13[ ˙qd sgd rtfibhdms bnmchshnmr sn nas˙hm hlotkrhud bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm ˙r
vdkk- Lnqdnudq+ rtbg qdpthqdldmsr bntkc ˙krn ad sgd onsdmsh˙k qdpthqdldmsr sn
nsgdq sxodr ne bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm+ adrhcdr ohmmhmf hmsdqlhssdms ˙mc hlotkrhud
bnmsqnk-
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AgWosdq 5

Anmbktrhnm

Hm sghr qdonqs+ sgd rxmbgqnmhy˙shnm ne ansg bg˙nr rxrsdlr ˙mc mdsvnqjr g˙ud addm
rtll˙qhydc bnloqdgdmrhudkx- Rodbhffb˙kkx+ ax fdmdq˙shmf sgd rxrsdl rxmbgqnmhy˙,
shnm hm sdqlr ne khmd˙q eddca˙bj bnmsqnk+ cdbntokhmf eddca˙bj bnmsqnk+ ˙c˙oshud
bnmsqnk+ cdk˙x rxmbgqnmhy˙shnm+ qnatrs bnmsqnk+ mnmkhmd˙q bnmsqnk+ rkhchmf lncd bnm,
sqnk+ hlotkrhud bnmsqnk ’vhsg shld cdk˙x( ˙mc oqnidbshud rxmbgqnmhy˙shnm: sgdm sgd
rxmbgqnmhy˙shnm vhsg hcdmshb˙k nq mnmhcdmshb˙k mdsvnqjr ˙r vdkk ˙r bktrsdq rxmbgqn,
mhy˙shnm-Hm fdmdq˙k+ vd b˙m hlonqs sgdrd rxmbgqnmhy˙shnm ldsgncr sn sgd aqn˙c
q˙mfd ne NCD+CCD rxrsdlr ˙mc bnlokdw mdsvnqjr hm ˙m˙kxyhmf qd˙k ˙ookhb˙shnmr-
Bnmbktrhudkx+ sn ˙bghdud sgd rxmbgqnmhy˙shnm hm oq˙bshbd vhkk ad sgd l˙ssdq ne cd,
rhfmhmf ˙ooqnoqh˙sd bnmsqnkkdqr vhsg bnmrhcdq˙shnm ne oqnr ˙mc bnmr rtbg ˙r shlhmf+
rsnq˙fd nq oqhld bnrs dsb-

Lnqdnudq+ ntq mtldqhb˙k rhltk˙shnmr nm d˙bg b˙sdfnqx ˙qd ˙krn bnmrhrsdmskx ˙o,
okhdc sn rtoonqs sgd dΩdbshudmdrr ne sgd sgdnqdshb˙k ˙ooqn˙bgdr- Sgd mtldqhb˙k
dwodqhldmsr odqenqldc vhsg bqnrr trhmf ne Dtkdq ˙mc Qtmfd,Jtss˙ ldsgncr hm nq,
cdq sn l˙hms˙hm ghfg ˙kfnqhsgl rs˙ahkhsx ˙mc ˙bbtq˙bx- Sgd ˙hl ne sgdrdr mtldqhb˙k
rhltk˙shnmr l˙hmkx enbtr nm cdsdbshmf sgd bnmudqfdmbd adg˙uhntqr ne dqqnq rxrsdlr
’mdsvnqjr( fdmdq˙sdc ax bnqqdronmchmf cqhud ˙mc qdronmrd rxrsdlr ’mdsvnqjr(-

Knmfhstchm˙kkx+ nmbd vd tmcdqrs˙mc sgdrd etmc˙ldms˙k oqnbdrr bnlahmd vhsg
mtldqhb˙k rhltk˙shnmr+ l˙mx onsdmsh˙k qdrd˙qbgdr b˙m ad bnmrhcdqdc ˙r chqdbshnmr
enq etqsgdq vnqj+ rtbg ˙r 2C bg˙nshb bhogdq enq dmbqxoshmf svn c˙s˙ rsqd˙lr rhltk,
s˙mdntrkx+ dwonmdmsh˙k rxmbgqnmhy˙shnm ne eq˙bshnm˙k,nqcdq bnlokdw mdsvnqjr uh˙
ohmmhmf hlotkrhud bnmsqnk dsb- Sgtr+ lnqd ˙mc lnqd bnlokdw rbdm˙qhnr b˙m ad
hmunkudc hmsn sgd bg˙nr rxmbgqnmhy˙shnm hm l˙mx qd˙k vnqkc ffdkcr-
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Pdedqdmbdr

Z0[ Kt+ Itm˙m+ ds ˙k- ¯¿c˙oshud eddca˙bj rxmbgqnmhy˙shnm ne ˙ tmhffdc bg˙nshb
rxrsdl-¯ Ogxrhbr Kdssdqr ¿ 218-3 ’1..3(9 216,222-

Z1[ K+ Ihmgt+ Whmfgtn Xt+ ˙mc Ft˙mqnmf Bgdm- ¯Bg˙nr rxmbgqnmhy˙shnm ne fdmdq˙k
bnlokdw cxm˙lhb˙k mdsvnqjr-¯ Ogxrhb˙ ¿9 Rs˙shrshb˙k Ldbg˙mhbr ˙mc hsr ¿ookhb˙,
shnmr 223-0 ’1..3(9 170,2.1-

Z2[ Fd+ Ygdmf,Lhmf+ Srtmf,Bghg Xt+ ˙mc Xdm,Rgdmf Bgdm- ¯Bg˙nr rxmbgqnmhy˙,
shnm ne ˙ gnqhynms˙k ok˙senql rxrsdl-¯ Intqm˙k ne Rntmc ˙mc Uhaq˙shnm 157-3 ’1..2(9
620,638-

Z3[ Kh+ Bgtmft˙mf+ Wh˙nedmf Kh˙n+ ˙mc Itda˙mf Xt- ¯Rxmbgqnmhy˙shnm ne eq˙b,
shnm˙k nqcdq bg˙nshb rxrsdlr-¯ Ogxrhb˙k Qduhdv D 57-5 ’1..2(9 .561.2-

Z4[ Fqyxanvrjh+ I- L- U-+ L- Q˙ffjnu+ ˙mc Inr L˙mndk A˙ksg˙y˙q- ¯Rxmbgqnmhy˙shnm
ne sgd tmhffdc bg˙nshb rxrsdl ˙mc ˙ookhb˙shnm hm rdbtqd bnlltmhb˙shnm-¯ Bnllt,
mhb˙shnmr hm Mnmkhmd˙q Rbhdmbd ˙mc Mtldqhb˙k Rhltk˙shnm 03-5 ’1..8(9 1682,17.5-

Z5[ V˙mf+ Whmf,xt˙m+ ˙mc Itm,ldh Rnmf- ¯Rxmbgqnmhy˙shnm ne sgd tmhffdc bg˙ns,
hb rxrsdl-¯ Mnmkhmd˙q ¿m˙kxrhr9 Sgdnqx+ Ldsgncr ˙mc ¿ookhb˙shnmr 58-0. ’1..7(9
23.8,2305-

Z6[ Jg˙khk+ G˙rr˙m J-+ ˙mc I- V- Fqhyykd- Mnmkhmd˙q rxrsdlr- Unk- 2- Mdv Idqrdx9
Oqdmshbd g˙kk+ 0885-

Z7[ Bgdmf Gt ˙mc G˙hitm Ih˙mf+ Rs˙ahkhy˙shnm ˙mc Rxmbgqnmhy˙shnm ne Tmhffdc
Bg˙nshb Rxrsdl uh˙ Hlotkrhud Bnmsqnk+ ¿arsq˙bs ˙mc ¿ookhdc ¿m˙kxrhr+ unk- 1.03+
¿qshbkd HC 258731+ 7 o˙fdr+ 1.03-

Z8[ Ptmih˙n Yg˙mf ˙mc Itm,˙m Kt+ ¯Bg˙nr rxmbgnqmhy˙shnm ne ˙ mdv bg˙nshb rxrsdl
uh˙ mnmkhmd˙q bnmsqnk¯+ Bg˙nr+ Rnkhsnmr ˙mc Eq˙bs˙kr 26 ’1..7( 064,068

Z0.[ Itm,Itg X˙m+ Xh,Rtmf Xm˙f+ Srtmf,Xhmf Bgh˙mf+ Bghmf,Xt˙m Bgdm+ ¯Qn,
atrs rxmbgqnmhy˙shnm ne tmhffdc bg˙nshb rxrsdlr uh˙ rkhchmf lncd bnmsqnk¯+ Bg˙nr+
Rnkhsnmr ˙mc Eq˙bs˙kr+ unk- 1..6+ Hrrtd 2+ 836,843-

Z00[ Ihlhmf Ygdmf ˙mc Ahmfe˙mf Ct+ ¯Oqnidbshud Rxmbgqnmhy˙shnm ne Gxodqbg˙nshb
Ehm˙mbh˙k Rxsdlr+ Ghmc˙vh Otakhrghmf Bnnodq˙shnm+ unk- 1.04+ ¿qshb˙k HC 67152.+

0..



8 o˙fdr

Z01[ Itm,Vdh Vm˙f+ ¿h,Lhm Bgdm+ ¯O˙qsh˙k rxmbgqnmhy˙shnm hm bntokdc bgdlh,
b˙k bg˙nshb nrbhkk˙snqr¯+ Intqm˙k ne Bnlots˙shnm˙k ˙mc ¿okkhdc L˙sgdl˙shbr 122
’1.0.( 0786,08.3

Z02[ Whmf Gd+ Bgt˙mcnmf Kh+ Itmih˙m Gt˙mf+ Kh Wh˙n+ ¯Fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙,
shnm ne ˙qahsq˙qx,chldmrhnm˙k bg˙nshb rxrsdlr¯+ Noshj 015 ’1.04( 343,348

Z03[ ¿cdk Nt˙mm˙r ˙mc Y˙kc Ncha˙s+ ¯Fdmdq˙khydc rxmbgqnmhy˙shnm ne chΩdqdms
chldmrhnm˙k bg˙nshb cxm˙lhb˙k rxrsdlr hm chrbqdsd shld¯+ Mnmkhmd˙q Cxm ’1.04(
709 654,660

Z05[ Hsjhr T- Bnmsqnk rxrsdl ne u˙qh˙akd rsqtbstqd- Mdv Xnqj9 Vhkdx: 0865

Z06[ Tsjhm UH- Rkhchmf lncd ˙mc sgdhq ˙ookhb˙shnm hm u˙qh˙akd rsqtbstqd rxrsdl,
r- Lnrbnv9 Lhq Dchsnqr+ 0867-

Z07[ X˙mf+ Y-+ Yg˙mf+ P-+ Bgdm+ Y- ’1.01(- ¿c˙oshud Khmd˙q Fdmdq˙khydc Rxm,
bgqnmhy˙shnm adsvddm Svn Mnmhcdmshb˙k Mdsvnqjr+ 06’5(+ 1517,1525-

Z08[ Bgdm XR+ Bg˙mf BB- Hlotkrhud rxmbgqnmhy˙shnm ne Khorbghsy bg˙nshb rxrsdlr-
Bg˙nr Rnkhsnmr Eq˙bs-1..8:3.90110,7

Z1.[ W- Bgdm ˙mc I- Pht+ Rxmbgqnmhy˙shnm ne M chΩdqdms bg˙nshb rxrsdlr a˙rdc
nm ˙mshrxlldsqhb rsqtbstqd+ L˙sgdl˙shb˙k Oqnakdlr hm Dmfhmddqhmf+ unk- 1.02+
¿qshbkd HC 631654+ 5 o˙fdr+ 1.02-

Z10[- Ygnt+Ftnodmf-+Kht+Ch-9Fkna˙k Rxmbgqnmhy˙shnm ne ˙ Mdv Bgt˙”r Rxrsdl-
Hmsdqm˙shnm˙k Intqm˙k ne Ahetqb˙shnm ˙mc Bg˙nr+ Unk-14+Mn-3’1.04(

Z11[- Yg˙mf+Khohmf-+Vt+Rgt,Khm-+Kh+Jdkhm-9Cdk˙x Rxmbgqnmhy˙shnm Bnmsqnkkdq enq
Bgt˙”r Bg˙nshb Bhqbthsr-HDDD Sq˙mr- O˙fd 755,76.- ¿tf 1.03

Z12[-U˙qf˙r+I-¿-Q-+Fqydhc˙j+D-+Gdldqkx+D-L-9Qnatrs ˙c˙oshud rxmbgqnmhy˙shnm ne
˙ gxodqbg˙nshb ffm˙mbd rxrsdl-Mnmkhmd˙q Cxm ’1.04( 7.9128,137

Z13[- W-V-Kht+O-Kh+S-O-Bgdm+ ¯Bktrsdq rxmbgqnmhy˙shnm enq cdk˙xdc bnlokdw mds,
vnqjr uh˙ odqhnchb˙kkx hmsdqlhssdms ohmmhmf bnmsqnk¯+ Dkrduhdq+ Mdtqnbnlotshmf
051 ’1.04( 080,1..

0.0



Z14[- W-Y-Kht+ ¯Hlotkrhud rxmbgqnmhy˙shnm ne bg˙nshb rxrsdlr rtaidbs sn shld cd,
k˙x¯+ Dkrduhdq+ Mnmkhmd˙q ¿m˙kxrhr 60 ’1..8( d021.,d0216
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